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Cho ánh xạ: 𝑓: 𝑋 → 𝑌, nghĩa là, với mọi 𝑥 ∈ 𝑋 tồn tại 𝑦 ∈ 𝑌 duy nhất 

sao cho 𝑦 = 𝑓 𝑥 .  

Thí dụ: 𝑋 = 𝑌 = ℝ và 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑦 = 𝑓 𝑥 = 2𝑥. 

 𝑓 được gọi là đơn ánh nếu với mọi 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 mà 𝑥 ≠ 𝑥′  thì 

𝑓 𝑥 ≠ 𝑓 𝑥′ . Một cách tương đương 

𝑓 được gọi là đơn ánh nếu với mọi 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 mà 𝑓 𝑥 =  𝑓 𝑥′  thì 

𝑥 = 𝑥′ . 

 𝑓 được gọi là toàn ánh nếu  với mọi 𝑦 ∈ 𝑌 tồn tại 𝑥 ∈ 𝑋 để 

𝑦 = 𝑓 𝑥 . 
 𝑓 được gọi là song ánh từ 𝑋 lên 𝑌 nếu nó vừa là đơn ánh và toàn 

ánh. Khi đó, tồn tại ánh xạ ngược  

𝑓−1: 𝑌 → 𝑋;       𝑥 = 𝑓−1 𝑦 ⇔ 𝑦 = 𝑓 𝑥  
Thí dụ 

𝑦 = 2𝑥 ⇔ 𝑥 =
𝑦

2
. 

Cho 𝐴 ⊂ 𝑋. Khi đó 

𝑓 𝐴 =  𝑓 𝑥 |𝑥 ∈ 𝐴  

Cho 𝐵 ⊂ 𝑌. Khi đó 

𝑓−1 𝐵 =  𝑥 ∈ 𝑋|𝑓 𝑥 ∈ 𝐵  

Câu 2.1 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℝ → ℝ xác định bởi: 

𝑓 𝑥 =
3𝑥

1 + 𝑥2
. 

Khảo sát các tính chất đơn ánh, toàn ánh, song ánh của 𝑓.  

Tìm 𝑓−1   −
3

4
,

3

4
  . 

Giải: Xét phương trình  

𝑦 =
3𝑥

1 + 𝑥2
. 

Phương trình này tương đương với phương trình  

𝑦𝑥2 − 3𝑥 + 𝑦 = 0. 

Khi 𝑦 = 0 thì có duy nhất  𝑥 = 0.  
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Khi 𝑦 ≠ 0 ta có phương trình bậc hai với biệt số  

Δ = 9 − 4𝑦2 . 

Phương trình này có nghiệm khi và chỉ khi Δ = 9 − 4𝑦2 ≥ 0 tức là 

khi  𝑦 ≤
3

2
. Phương trình có hai nghiệm phân biệt khi Δ > 0 tức là 

khi  𝑦 <
3

2
. Do vậy, 𝑓 không là toàn ánh và cũng không là đơn ánh. 

Để tìm 𝑓−1   −
3

4
;

3

4
   ta giải các bpt −

3

4
≤

3𝑥

1+𝑥2 ≤
3

4
 và đi đến: 

𝑓−1   −
3

4
;
3

4
  =  𝑥 ∈ ℝ −

3

4
≤

3𝑥

1 + 𝑥2
≤

3

4
  

 
1 + 𝑥2 + 4𝑥 ≥ 0
1 + 𝑥2 − 4𝑥 ≥ 0

 ⇔

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑥 ≥

−2 +  2

2

𝑥 ≤
−2 −  2

2

 

 
 
 
 
 𝑥 ≥

2 +  2

2

𝑥 ≤
2 −  2

2

 

  

=  −∞;
−2 −  2

2
 ∪  

−2 +  2

2
;
2 −  2

2
 ∪  

2 +  2

2
; +∞  

Cách 2. 

𝑓 không đơn ánh vì 𝑓 3 = 𝑓  
1

3
 =

9

10
 

𝑓 không toàn ánh vì 𝑓 𝑥 = 3 vô nghiệm 

𝑓−1   −
3

4
;
3

4
  =  𝑥 ∈ ℝ −

3

4
≤

3𝑥

1 + 𝑥2
≤

3

4
  

=  −∞;
−2 −  2

2
 ∪  

−2 +  2

2
;
2 −  2

2
 ∪  

2 +  2

2
; +∞  

Câu 2.2 (2 điểm): Cho hai ánh xạ 𝑓: ℕ → ℕ và 𝑔: ℕ → ℕ xác 

định bởi 
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𝑓 𝑥 = 2𝑥, 𝑔 𝑥 =  

𝑥

2
 nếu 𝑥 là chẵn

𝑥 − 1

2
 nếu 𝑥 là lẻ

 . 

Khảo sát các tính chất đơn ánh, toàn ánh, song ánh của 𝑓 và 𝑔. 

Giải: Ta có 

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 ⇔ 2𝑥 = 2𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

nên 𝑓 đơn ánh.  

𝑓−1 1 = ∅ nên 𝑓 không toàn ánh. 

Với mọi 𝑘 ∈ ℕ ta có 𝑔 2𝑘 = 𝑘 nên 𝑔 toàn ánh. Do 𝑔 2𝑘 = 𝑘 =
𝑔 2𝑘 + 1  vậy 𝑔 không đơn ánh. 

Câu 2.3 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℕ → ℕ xác định bởi: 

𝑓(𝑛) =  
𝑛

2
  

(với kí hiệu [𝑥] để chỉ số nguyên lớn nhất không vượt quá 𝑥, gọi 

là phần nguyên của 𝑥). Khảo sát các tính chất đơn ánh, toàn ánh, song 

ánh của 𝑓. Tìm 𝑓−1  0; 1; 2  . 

Giải: Ta có, với mọi 𝑛 ∈ ℕ thì 𝑓 2𝑛 =  
2𝑛

2
 =  𝑛 = 𝑛 nên 𝑓 là toàn 

ánh. Do 𝑓 2𝑛 = 𝑛 = 𝑓 2𝑛 + 1  nên 𝑓 không đơn ánh. 

𝑓−1  0; 1; 2  =  0; 1; 2; 3; 4; 5 . 

 
𝑥

2
 = 0 ⇔ 0 ≤

𝑥

2
< 1 ⇔ 0 ≤ 𝑥 < 2 

Do 𝑥 ∈ ℕ nên 𝑥 = 0; 1. 

 
𝑥

2
 = 1 ⇔ 1 ≤

𝑥

2
< 2 ⇔ 2 ≤ 𝑥 < 4 

Do 𝑥 ∈ ℕ nên 𝑥 = 2; 3. 

… 

Câu 2.4 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℕ → ℕ xác định bởi: 

𝑓 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1) 

Khảo sát các tính chất đơn ánh, toàn ánh, song ánh của 𝑓.  
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Tìm 𝑓−1(2). 

Giải: Ta có 

Với 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ,  𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛 ⇔ 𝑚 𝑚 + 1 = 𝑛 𝑛 + 1  

⇔  𝑚 − 𝑛  𝑚 + 𝑛 + 1 = 0 ⇔  
𝑚 = 𝑛

𝑚 + 𝑛 + 1 = 0
 ⇔ 𝑚 = 𝑛 

Vậy 𝑓 là đơn ánh.  

Phương trình 𝑓 𝑛 = 1 ⇔ 𝑛2 + 𝑛 − 1 = 0 ⇔ 𝑛 =
−1± 5

2
∉ ℕ 

Tức là 𝑓−1 1 = ∅ nên 𝑓 không toàn ánh. 

𝑓 𝑛 = 2 ⇔ 𝑛2 + 𝑛 − 2 = 0 ⇔  
𝑛 = 1

𝑛 = −2(loại) 
  

Vậy 𝑓−1 2 =  1 . 

Câu 2.5 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℤ × ℤ → ℤ × ℤ xác định bởi: 

𝑓 𝑥, 𝑦 =  𝑥 + 𝑦, 2𝑥 − 𝑦 + 1 . 

Chứng tỏ rằng 𝑓 là một đơn ánh, 𝑓 có phải là một song ánh không? 

Giải: Giả sử với  𝑥, 𝑦 ,  𝑥′ , 𝑦′ ∈ ℤ × ℤ mà 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥′ , 𝑦′   

khi đó 

 
𝑥 + 𝑦 = 𝑥′ + 𝑦′

2𝑥 − 𝑦 + 1 = 2𝑥′ − 𝑦′ + 1
 ⇔  

𝑥 + 𝑦 = 𝑥′ + 𝑦′

2𝑥 − 𝑦 = 2𝑥′ − 𝑦′
 ⇔  

𝑥 = 𝑥′

𝑦 = 𝑦′
  

nên 𝑓 là đơn ánh. 

Ta có 𝑓 𝑥, 𝑦 =  0; 0 ⇔  
𝑥 + 𝑦 = 0

2𝑥 − 𝑦 + 1 = 0
 ⇔  

𝑥 = −
1

3

𝑦 =
1

3

  

Do  −
1

3
;

1

3
 ∉ ℤ × ℤ nên 𝑓 không toàn ánh.  

Vậy 𝑓 không song ánh. 

Câu 2.6 (2 điểm):  Cho ánh xạ 𝑓: ℕ → ℤ xác định bởi:  

𝑓 𝑛 =
𝑛

2
 nếu 𝑛 chẵn và 𝑓 𝑛 = −

𝑛+1

2
 nếu 𝑛 lẻ. 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng 𝑓 là một song ánh. 

b) (1 điểm) Tìm ánh xạ ngược của ánh xạ 𝑓. 

Giải:  
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a) Giả sử 𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛 .  

Nếu 𝑓 𝑛 ≥ 0  thì 𝑓 𝑛 =
𝑛

2
 và 𝑓 𝑚 =

𝑚

2
  (𝑛, 𝑚 chẵn). Do đó 

𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛 ⟺
𝑚

2
=

𝑛

2
⟺ 𝑚 = 𝑛. 

Nếu 𝑓 𝑛 < 0 thì 𝑓 𝑛 = −
𝑛+1

2
 và 𝑓 𝑚 = −

𝑚+1

2
 (𝑛, 𝑚 lẻ). Do đó 

𝑓 𝑚 = 𝑓 𝑛 ⟺ −
𝑚+1

2
= −

𝑛+1

2
⟺ 𝑚 = 𝑛. 

Vậy 𝑓 là đơn ánh. 

Với mọi 𝑚 ∈ ℤ, 

Nếu 𝑚 ∈ ℕ thì ta có 𝑓 2𝑚 = 𝑚. 

Còn 𝑚 < 0 , do  

–
𝑛 + 1

2
= 𝑚 ⟺ 𝑛 = −2𝑚 − 1 ∈ ℕ 

nên 

𝑓 −2𝑚 − 1 = −
−2𝑚 − 1 + 1

2
= 𝑚 

Vậy 𝑓 toàn ánh. Tóm lại 𝑓 là một song ánh. 

Do 𝑓 2𝑚 = 𝑚 nếu 𝑚 ≥ 0  và 𝑓 −2𝑚 − 1 = 𝑚 nếu 𝑚 < 0, nên 

𝑓−1: ℤ → ℕ 

𝑓−1 𝑚 =  
2𝑚,               nếu 𝑚 ≥ 0
−2𝑚 − 1,     nếu 𝑚 < 0 

 . 

Câu 2.7 (2 điểm):  Cho ánh xạ 𝑓: ℕ × ℕ → ℕ∗
 xác định bởi:  

𝑓 𝑚, 𝑛 = 2𝑚 . 5𝑛 . 

Hỏi ánh xạ 𝑓 có là đơn ánh, toàn ánh, song ánh không? 

Giải: Ta có 

𝑓 𝑚, 𝑛 = 𝑓 𝑚′ , 𝑛′ ⇔ 2𝑚 . 5𝑛 = 2𝑚 ′
. 5𝑛 ′

 
Do cách phân tích một số nguyên thành các thừa số nguyên tố là duy 

nhất nên 𝑛 = 𝑛′  và 𝑚 = 𝑚′ , tức là  𝑚, 𝑛 =  𝑚′ , 𝑛′  Vậy 𝑓 là đơn 

ánh. 

Do số nguyên dương 3 không phân tích dưới dạng 2𝑚 . 5𝑛  nên 𝑓 

không toàn ánh. Vậy 𝑓 cũng không song ánh. 
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Câu 2.8 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: 𝑋 → 𝑌.  

a) (1 điểm) Chứng minh với mọi 𝐴 ⊂ 𝑋, 𝐵 ⊂ 𝑋  luôn có  

𝑓 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝑓 𝐴 ∩ 𝑓 𝐵 . 

b)  (1 điểm) Tìm một ánh xạ 𝑓  mà  
𝑓 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ 𝑓 𝐴 ∩ 𝑓 𝐵 . 

Giải:  

a) Do 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐴, 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐵 nên 𝑓 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝑓 𝐴  và 𝑓 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂
𝑓 𝐵 . Vậy 𝑓 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝑓 𝐴 ∩ 𝑓 𝐵 . 

b) Đặt 𝑋 =  𝑎; 𝑏  và 𝑌 =  1 . Ánh xạ 𝑓: 𝑋 → 𝑌 xác định bởi 

𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 = 1. 

Lại đặt 𝐴 =  𝑎 , 𝐵 =  𝑏 . Như vậy 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ nên 

∅ = 𝑓 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ 𝑓 𝐴 ∩ 𝑓 𝐵 =  1 . 

Câu 2.9 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℝ → ℝ  xác định bởi  

𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 4𝑥 − 1. 

a) (1 điểm) Hỏi 𝑓 có là đơn ánh, toàn ánh không? 

b) (1 điểm) Xác định Im 𝑓 = 𝑓 ℝ ; 𝑓−1  4; 11  . 

Giải:  

a) Do 𝑓 −4 = 𝑓 0 = −1 nên 𝑓 không đơn ánh. 

Do 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 4𝑥 − 1 =  𝑥 + 2 2 − 5 ≥ −5 nên 𝑓 không 

toàn ánh. 

b) Im 𝑓 =   𝑥 + 2 2 − 5|𝑥 ∈ ℝ =  −5;  ∞   
𝑓−1  4; 11  =  𝑥 ∈ ℝ| 4 ≤ 𝑥2 + 4𝑥 − 1 ≤ 11  

=  𝑥 ∈ ℝ|𝑥2 + 4𝑥 − 5 ≥ 0 ∧ 𝑥2 + 4𝑥 − 12 ≤ 0  

=  𝑥 ∈ ℝ   
𝑥 ≤ −5
𝑥 ≥ 1

 ∧ −6 ≤ 𝑥 ≤ 2  =  −6; −5 ∪  1; 2 . 

Câu 2.10 (14/12) (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℝ → ℝ xác định bởi  

𝑓 𝑥 =  
𝑥 + 1,           nếu 𝑥 ≤ 0
3𝑥 + 1, nếu 𝑥 > 0

  

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑓 là một song ánh. 

b) (1 điểm) Tìm ánh xạ ngược của ánh xạ 𝑓. 

Giải:  
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a) Giả sử 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 . 

Nếu 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 ≤ 1 thì 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 ⇔ 𝑥 + 1 = 𝑦 + 1 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

Nếu 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 > 1 thì 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 ⇔ 3𝑥 + 1 = 3𝑦 + 1 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

Do vậy, 𝑓 đơn ánh. 

Với 𝑦 ∈ ℝ . 

Nếu 𝑦 ≤ 1 thì 𝑓 𝑦 − 1 = 𝑦 − 1 + 1 = 𝑦. 

Nếu 𝑦 > 1 thì 𝑓  
𝑦−1

3
 = 3

𝑦−1

3
+ 1 = 𝑦. 

Nên 𝑓 là toàn ánh. 

Vậy 𝑓 là một song ánh. 

b) Theo trên ta có 

𝑓−1 𝑦 =  
𝑦 − 1, nếu 𝑦 ≤ 1
𝑦 − 1

3
, nếu 𝑦 > 1

 . 

 

Câu 2.11 (2 điểm):  Cho ánh xạ 𝑓: ℝ → ℝ  xác định bởi: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2. Xác định 𝑓  −1;  4   và 𝑓−1  −2 ;   18  . 

Giải:  

Lập bảng biến thiên ta có  ( 1;4] [ 2;18]f     
Ta có 

 1

3 2

3 2

[-2;18) ( ) [-2;18)

( ) 2 3 4 0

( ) 18 3 16 0

1
[ 1;4)

4

x f f x

f x x x

f x x x

x
x

x

  

     
  

    

 
   



 

Vậy  1 [-2;18) [ 1;4)f     

Câu 2.12 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℝ → ℝ  xác định bởi: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 3𝑥 + 1 

a) (1 điểm) Hỏi ánh xạ 𝑓 có là đơn ánh, toàn ánh không? 

b) (1 điểm) Tìm một tập 𝐴 ⊂ ℝ  sao cho 𝑓 là một song ánh từ 𝐴 

vào ℝ. 
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Giải: 

a) Lập bảng biến thiên ta có Im 𝑓 = ℝ  nên 𝑓 là một toàn ánh. 

Vì 𝑓 −1 = 𝑓 2 = 3  nên  𝑓 không là đơn ánh. 

b) Chọn 𝐴 =  −∞ ;  −1 ∪  2 ;  +∞   ta có 𝑓 là một song ánh từ 𝐴 

vào ℝ. 

Câu 2.13 (2 điểm) Cho ánh xạ 𝑓: ℕ × ℕ → ℕ × ℕ  xác định bởi  

𝑓 𝑚; 𝑛 =  𝑚 + 𝑛; 2𝑚 + 𝑛  

Hỏi 𝑓 có phải là đơn ánh, toàn ánh không? 

Giải: 

Giả sử 

𝑓 𝑚, 𝑛 = 𝑓 𝑚′ , 𝑛′  

⇒  𝑚 + 𝑛; 2𝑚 + 𝑛 =  𝑚′ + 𝑛′ ; 2𝑚′ + 𝑛′  

⇒  
𝑚 + 𝑛 = 𝑚′ + 𝑛′

2𝑚 + 𝑛 = 2𝑚′ + 𝑛′
 ⇒  

𝑚 = 𝑚′

𝑛 = 𝑛′
 ⇒  𝑚, 𝑛 =  𝑚′ , 𝑛′ . 

Vậy 𝑓 là một đơn ánh. 

Xét phương trình 𝑓 𝑚, 𝑛 =  1; 0  khi đó 

 
𝑚 + 𝑛 = 1
𝑚 + 2𝑛 = 0

 ⇒  
𝑚 = 2
𝑛 = −1

  

Do  2; −1 ∉ ℕ × ℕ nên 𝑓 không là một toàn ánh. 
 

Câu 2.14 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℝ2 → ℝ2  xác định bởi:  

𝑓 𝑥; 𝑦 =  𝑥 − 𝑦; 𝑥 + 𝑦 . 

a) (1 điểm) Chứng minh ánh xạ 𝑓 là một song ánh. 

b) (1 điểm) Tìm ánh xạ ngược của ánh xạ 𝑓. 

Giải: 

a) Với mọi  𝑎; 𝑏 ∈ ℝ2, ta có 

 
𝑓 𝑥; 𝑦 =  𝑎; 𝑏 ⇔  

𝑥 − 𝑦 = 𝑎
𝑥 + 𝑦 = 𝑏

 ⇔  
𝑥 =

𝑎 + 𝑏

2

𝑦 =
𝑏 − 𝑎

2

  

Do đó 𝑓 là một song ánh và  
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𝑓−1 𝑎; 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏

2
;
𝑏 − 𝑎

2
 . 

Câu 2.15 (2 điểm) Cho ánh xạ 𝑓: 𝑋 → 𝑌 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi tập 𝐴 ⊂ 𝑋 luôn có. 

𝐴 ⊂ 𝑓−1 𝑓 𝐴  . 

b) (1 điểm) Tìm một ánh xạ 𝑓 mà 𝐴 ≠ 𝑓−1 𝑓 𝐴  . 

Giải: 

a) ∀𝑥 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑓 𝑥 ∈ 𝑓 𝐴 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑓−1 𝑓 𝐴  . 

b) Thí dụ 𝑓:  𝑎; 𝑏 →  1  với 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 = 1. 

Đặt 𝐴 =  𝑎  thì 

𝑓−1 𝑓 𝐴  = 𝑓−1 𝑓 𝑎  = 𝑓−1 1 =  𝑎; 𝑏 ≠ 𝐴. 

Câu 2.16 (2 điểm) Cho ánh xạ 𝑓: 𝑋 → 𝑌 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi tập 𝐵 ⊂ 𝑌 luôn có. 

𝑓 𝑓−1 𝐵  ⊂ 𝐵. 

b) (1 điểm) Tìm một ánh xạ 𝑓 mà 𝑓 𝑓−1 𝐵  ≠ 𝐵. 

Giải: 

a) ∀𝑦 ∈ 𝑓 𝑓−1 𝐵  ⇒ 𝑓−1 𝑦 ∈ 𝑓−1 𝐵 ⇒ 𝑦 ∈ 𝐵  

nên 𝑓 𝑓−1 𝐵  ⊂ 𝐵. 

b) Thí dụ 𝑓:  𝑎 →  1; 2 ; 𝑓 𝑎 = 1. Đặt 𝐵 =  1; 2 . Khi đó 

𝑓 𝑓−1 𝐵  = 𝑓  𝑎  = 𝑓 𝑎 =  1 ⊊ 𝐵. 

Câu 2.17 (2 điểm) Cho ánh xạ 𝑓: ℤ × ℤ → ℤ × ℤ  xác định bởi  

𝑓 𝑚; 𝑛 =  2𝑚 + 3𝑛; 3𝑚 + 5𝑛  

Chứng minh 𝑓 là một song ánh. Tìm 𝑓−1 . 

Giải: 

Ta có 
2 3 5 3

( , ) ( , )
3 5 3 2

m n a m a b
f m n a b

m n b n a b

    
   

     
 

Do đó f  là một song ánh. 

1( , ) (5 3 , 3 2 )f a b a b a b      
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Câu 2.18 (2 điểm): Cho 𝑚 ∈ ℕ∗  và cho ánh xạ 𝑓: ℕ → ℕ  xác 

định bởi: 𝑓 𝑛 =  
𝑚 − 𝑛, 𝑛ế𝑢 𝑛 ≤ 𝑚
𝑚 + 𝑛, 𝑛ế𝑢 𝑛 > 𝑚.

  

a) (1 điểm) Hỏi ánh xạ 𝑓 có là đơn ánh, toàn ánh không? 

b) (1 điểm) Tìm một tập 𝐵 ⊂ ℕ sao cho 𝑓 là song ánh từ ℕ  vào 

𝐵. 

Giải:  

a) Ta có ( )f n m  khi n m  và ( ) 2f n m  khi n m . 

● Do đó 𝑓 𝑛 ∉ 𝐴 =  𝑚 + 1; 𝑚 + 2; … ; 2𝑚   

nên 𝑓 không là toàn ánh. 

Nếu 𝑓 𝑛 = 𝑓 𝑘 ≤ 𝑚 thì khi đó  

 
𝑓 𝑛 = 𝑚 − 𝑛

𝑓 𝑘 = 𝑚 − 𝑘
  

Nên 𝑓 𝑛 = 𝑓 𝑘 ⇒ 𝑚 − 𝑛 = 𝑚 − 𝑘 ⇒ 𝑛 = 𝑘. 
Nếu 𝑓 𝑛 = 𝑓 𝑘 > 𝑚 thì 𝑓 𝑛 = 𝑓 𝑘 ⇒ 𝑚 + 𝑛 = 𝑚 + 𝑘 ⇒
𝑛 = 𝑘. 
Vậy 𝑓 là một đơn ánh. 

b) Xét 𝐵 = ℕ\𝐴, ta có  𝑓 là một song ánh từ ℕ vào 𝐵. 

Câu 2.19 (2 điểm) Cho ánh xạ 𝑓:  0; +∞ → ℝ xác định bởi  

𝑓 𝑥 =  
ln 𝑥 , nếu 0 < 𝑥 < 1
 𝑥 − 1 2 , nếu 𝑥 ≥ 1

  

a)  (1 điểm) Chứng minh 𝑓 là một song ánh. 

b) (1 điểm) Xác định ánh xạ ngược của ánh xạ 𝑓. 

Giải: 

a) Lập bảng biến thiên ta có 𝑓 là một song ánh. 

Cách 2: Ta có  

𝑓 0; 1 =  −∞; 0 ; 𝑓  1 ;  +∞  =   0 ; +∞  

Nên 𝑓 toàn ánh. 

Mặt khác, giả sử 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥′ . 

Nếu 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥′ < 0 thì 𝑥, 𝑥′ ∈  0; 1  nên ln 𝑥 = ln 𝑥′ ⇔ 𝑥 =

𝑥′ . 
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Nếu 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥′ ≥ 0 thì 𝑥, 𝑥′ ∈  1 ;  +∞  nên  𝑥 − 1 2 =

 𝑥′ − 1 2 ⇔ 𝑥 = 𝑥′ . 

Vậy 𝑓 là một song ánh. 

b) Với mọi 𝑦 ∈ ℝ.  

Nếu 𝑦 < 0 ta có ln 𝑒𝑦 = 𝑦 nên 𝑓−1 𝑦 = 𝑒𝑦  

Nếu 𝑦 ≥ 0 ta có  𝑥 − 1 2 = 𝑦 ⇔ 𝑥 = 1 ±  𝑦 . Vậy 

𝑓−1 𝑦 = 1 +  𝑦.  Tóm lại 

𝑓−1 𝑦 =  
𝑒𝑦 ,           nếu 𝑦 < 0

1 +  𝑦,   nếu 𝑦 ≥ 0 
  

Câu 2.20 (2 điểm) Cho ánh xạ 𝑓: ℝ → ℝ  xác định bởi  

2 1, 0
( )

3 1, 0.

x x
f x

x x

  
 

 
 

a) (1 điểm) Hỏi f  có là đơn ánh, toàn ánh không?. 

b) (1 điểm) Xác định   1;4f  ,   1 1;13f  . 

Giải: 

a) Vì có ( ) 1,f x x   nên f  không là toàn ánh. 

Ta có ( 3) (2) 7f f    nên f  không là đơn ánh. 

b)    [-1;4] 1;13f      
1([1;13]) [ 6;4]f     



1 

 

 

 

 

 

Tập thương: Tập 𝐸 chia thương cho quan hệ tương đương ∼ trên 𝐸 là 

tập gồm tất cả các lớp tương đương 𝑥 với mọi 𝑥 ∈ 𝐸. Kí hiệu: 

𝐸 ∼ =  𝑥: 𝑥 ∈ 𝐸  

 

 



2 

 

 

 

Chú ý: phần tử cực đại còn được gọi là phần tử tối đại, phần tử cực 

tiểu còn được gọi là phần tử tối tiểu. 

 

 

 

 

Câu 3.1 (2 điểm): Trên ℕ∗ =  1; 2; 3; … ; 𝑛; 𝑛 + 1; …  , xét quan hệ 

hai ngôi ℛ như sau: 

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗, 𝑎 ℛ 𝑏 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℕ =  0; 1; 2; 3; … ; 𝑛; 𝑛 + 1; …  , 𝑏 = 𝑎2𝑛 . 

a) ℛ có phải là quan hệ thứ tự trên ℕ∗ không? 

b) Nếu ℛ là quan hệ thứ tự, hãy tìm các phần tử tối đại, tối tiểu, 

lớn nhất, nhỏ nhất của tập hợp  2,3,4,6,8,10,12  

Giải: 

a) ℛ là một quan hệ thứ tự 

Phản xạ: ∀𝑎 ∈ ℕ∗, 𝑎 = 20𝑎 nên 𝑎ℛ𝑎. 
Phản đối xứng: ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗ mà 𝑎ℛ𝑏 và 𝑏ℛ𝑎 thì tồn tại 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ để  
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𝑏 = 2𝑛𝑎 và 𝑎 = 2𝑚𝑏 nên 𝑏 = 2𝑛+𝑚𝑏 suy ra 𝑛 + 𝑚 = 0 nên 

𝑚 = 𝑛 = 0. Vậy 𝑎 = 𝑏. 
Bắc cầu: ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ∗ mà 𝑎ℛ𝑏 và 𝑏ℛ𝑐 thì tồn tại 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ để 

𝑏 = 2𝑛𝑎 và 𝑐 = 2𝑚𝑏 nên 𝑐 = 2𝑛+𝑚𝑎, suy ra 𝑎ℛ𝑐. 
b) Ta có  

 2,3,4,6,8,10,12  
 

2ℛ4, 4ℛ8;     3ℛ6, 6ℛ12;     10ℛ10 

 

Phần tử tối đại: 8,12,10 

Phần tử tối tiểu: 2,3,10 

Phần tử lớn nhất: không có 

Phần tử nhỏ nhất: không có 

 

Câu 3.2 (2 điểm): Xét quan hệ ∼ trên tập ℕ∗ các số nguyên dương: 

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗, 𝑎 ∼  𝑏 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℤ, 𝑏 = 𝑎2𝑛 . 

Chứng minh rằng ∼ là một quan hệ tương đương. Trong số các lớp 

tương đương 1 , 2 , 3 , 4 , 6  có bao nhiêu lớp đôi một phân biệt. 

Giải:  

∼ là quan hệ tương đương 

Phản xạ: ∀𝑎 ∈ ℕ∗, 𝑎 = 20𝑎 nên 𝑎 ∼ 𝑎. 
Đối xứng: ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗ mà 𝑎 ∼ 𝑏 thì tồn tại 𝑛 ∈ ℤ để  

𝑏 = 2𝑛𝑎 suy ra 𝑎 = 2−𝑛𝑏 nên 𝑏 ∼ 𝑎. 
Bắc cầu: ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ∗ mà 𝑎 ∼ 𝑏 và 𝑏 ∼ 𝑐 thì tồn tại 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ để 

𝑏 = 2𝑛𝑎 và 𝑐 = 2𝑚𝑏 nên 𝑐 = 2𝑛+𝑚𝑎, suy ra 𝑎 ∼ 𝑐. 

Có hai lớp tương đương phân biệt 1 = 2 = 4 ≠ 3 = 6 . 

Câu 3.3 (2 điểm): Trên tập hợp ℝ các số thực, xét quan hệ ℛ như sau: 

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥 ℛ 𝑦 ⇔  𝑥3 + 2  𝑦2 + 1 =  𝑦3 + 2 (𝑥2 + 1). 

Chứng minh rằng ℛ là một quan hệ tương đương và xác định các lớp 

tương đương 1 , 2 . 

Giải:  

ℛ là quan hệ tương đương 
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Phản xạ: ∀𝑥 ∈ ℝ, ta có  𝑥3 + 2  𝑥2 + 1 =  𝑥3 + 2 (𝑥2 + 1) nên 

𝑥ℛ𝑥. 

Đối xứng: ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ mà 𝑥 ℛ 𝑦 thì ta có  𝑥3 + 2  𝑦2 + 1 =
 𝑦3 + 2 (𝑥2 + 1). Khi đó  𝑦3 + 2  𝑥2 + 1 =  𝑥3 + 2 (𝑦2 + 1) 

nên 𝑦ℛ𝑥. 

Bắc cầu: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ mà 𝑥ℛ𝑦 và 𝑦ℛ𝑧 thì  𝑥3 + 2  𝑦2 + 1 =
 𝑦3 + 2 (𝑥2 + 1) và  𝑦3 + 2  𝑧2 + 1 =  𝑧3 + 2 (𝑦2 + 1) nên  

 𝑥3 + 2  𝑦2 + 1  𝑦3 + 2  𝑧2 + 1 =  𝑦3 + 2 (𝑥2 + 1) 𝑧3 + 2 (𝑦2 + 1) 

⇔  𝑥3 + 2  𝑧2 + 1 =  𝑧3 + 2  𝑥2 + 1 . 

Vậy 𝑥ℛ𝑧. 

    Ta có 

𝑥ℛ1 ⇔   𝑥3 + 2  12 + 1 =  13 + 2 (𝑥2 + 1) 

⇔ 2𝑥3 + 4 = 3𝑥2 + 3 ⇔ 2𝑥3 − 3𝑥2 + 1 = 0 

⇔  𝑥 − 1 2 2𝑥 + 1 = 0 ⇔  
𝑥 = 1

𝑥 = −
1

2
.
  

Vậy 

1 =  1; −
1

2
  

Tương tự 

𝑥ℛ2 ⇔   𝑥3 + 2  22 + 1 =  23 + 2 (𝑥2 + 1) 

⇔ 5𝑥3 + 10 = 10𝑥2 + 10 ⇔ 5𝑥3 − 10𝑥2 = 0 

⇔ 𝑥2 𝑥 − 2 = 0 ⇔  
𝑥 = 0
𝑥 = 2.

  

Nên 

2 =  2; 0  

Câu 3.4 (2 điểm): Ký hiệu 𝑋 =  𝑚 + 𝑛 5 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ}. Trên 𝑋 xét 

quan hệ hai ngôi ℛ như sau: 

 𝑚 + 𝑛 5 ℛ 𝑚′ + 𝑛′ 5 ⇔ 𝑚 − 𝑚′ và 𝑛 − 𝑛′đều là bội số của 2. 

Chứng tỏ ℛ là một quan hệ tương đương và tìm các lớp tương đương. 

Giải:  

R là quan hệ tương đương 
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Phản xạ: Ta có  𝑚 + 𝑛 5 ℛ 𝑚 + 𝑛 5  vì 𝑚 − 𝑚 = 𝑛 − 𝑛 = 0 ⋮ 2. 

Đối xứng:  𝑚 + 𝑛 5 ℛ 𝑚′ + 𝑛′ 5 ⇒ 𝑚 − 𝑚′ = 2𝑘, 𝑛 − 𝑛′ = 2ℓ 

⇒ 𝑚′ − 𝑚 = −2𝑘, 𝑛′ − 𝑛 = −2ℓ nên  𝑚′ + 𝑛′ 5 ℛ 𝑚 + 𝑛 5   

Bắc cầu:  𝑚 + 𝑛 5 ℛ 𝑚′ + 𝑛′ 5 ;  𝑚′ + 𝑛′ 5 ℛ 𝑚′′ + 𝑛′′  5  

⇒ 𝑚 − 𝑚′ = 2𝑘, 𝑛 − 𝑛′ = 2ℓ; 𝑚′ − 𝑚′′ = 2𝑘′ , 𝑛′ − 𝑛′′ = 2ℓ′  

⇒ 𝑚 − 𝑚′′  = 2 𝑘 + 𝑘′ , 𝑛 − 𝑛′′ = 2 ℓ + ℓ′  

⇒  𝑚 + 𝑛 5 ℛ 𝑚′′  + 𝑛′′   5  

Các lớp tương đương theo quan hệ ℛ : 

Do 0 = 0 + 0 5 nên 0 = {𝑚 + 𝑛 5|𝑚 chẵn và 𝑛 chẵn} 

Do 1 = 1 + 0 5 nên 1 =  𝑚 + 𝑛 5 𝑚 lẻ và 𝑛 chẵn  

Do  5    = 0 + 1 5 nên  5    =  𝑚 + 𝑛 5 𝑚 chẵn và 𝑛 lẻ  

Do 1 +  5 = 1 + 1 5 nên 1 +  5         = {𝑚 + 𝑛 5|𝑚 lẻ và 𝑛 lẻ} 

 

Câu 3.5 (2 điểm): Xét tập hợp 𝒫(𝑋) (tập tất cả các tập con của 𝑋) 

được sắp thứ tự bởi quan hệ bao hàm " ⊂ ", trong đó 𝑋 =
 1,2,3,4,5,6 . Hãy xác định các phần tử tối đại, tối tiểu, lớn nhất, nhỏ 

nhất, cận trên, cận dưới của các tập 𝐴 =  𝒫(𝑋)\{∅} và 𝐵 =
{ 1,2 ,  1,2,3 ,  1,2,4 ,  2,3,4 ,  1,2,3,4,5 }. 

Giải: 

Tập 𝐴 =  𝒫(𝑋)\{∅}: 

Phần tử tối đại: 𝑋 

Phần tử tối tiểu: các tập con của 𝑋 gồm 1 phần tử 

Phần tử lớn nhất: 𝑋 

Phần tử nhỏ nhất: không có 

Phần tử cận trên: 𝑋  sup 𝐴 = 𝑋  

Phần tử cận dưới: ∅  inf 𝐴 = ∅  

 

Tập 𝐵 = { 1,2 ,  1,2,3 ,  1,2,4 ,  2,3,4 ,  1,2,3,4,5  

Phần tử tối đại: {1,2,3,4,5} 

Phần tử tối tiểu:  1,2 , {2,3,4} 
Phần tử lớn nhất: {1,2,3,4,5} 

Phần tử nhỏ nhất: không có 

Phần tử cận trên: sup 𝐵 =  1,2,3,4,5 . 
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Phần tử cận dưới: inf 𝐵 =  2 . 

Câu 3.6 (2 điểm): Cho ℛ là một quan hệ hai ngôi trên ℕ∗ xác định 

bởi:  

∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ∗. 𝑚ℛ𝑛 ⇔ 𝑚|𝑛. 

a) (1 điểm)  Chứng minh ℛ là một quan hệ thứ tự trên ℕ∗. 

b) (1 điểm) Xác định phần tử tối đại, phần tử tối tiểu, sup, inf của tập 

hợp 𝑋 =  2; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 12; 15 . 

Giải: 

a) Với mọi 𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ∗  ta có  

Phản xạ: 𝑚 ∈ ℕ∗, 𝑚|𝑚 nên 𝑚ℛ𝑚. 
Phản xứng 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ∗ 

 
𝑚ℛ𝑛
𝑛ℛ𝑚

 ⇔  
𝑚|𝑛
𝑛|𝑚

 ⇔  
𝑛 = 𝑘𝑚
𝑚 = ℓ𝑛

 , 𝑘, ℓ ∈ ℕ∗ ⇒ 𝑛 = 𝑘ℓ𝑛 ⇒ 𝑘ℓ = 1 

⇒ 𝑘 = ℓ = 1 ⇒ 𝑚 = 𝑛. 
Bắc cầu: 𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ∗ 

 
𝑚ℛ𝑛
𝑛ℛ𝑝

 ⇔  
𝑚|𝑛
𝑛|𝑝

 ⇔  
𝑛 = 𝑘𝑚
𝑝 = ℓ𝑛

 , 𝑘, ℓ ∈ ℕ∗ ⇒ 𝑝 = 𝑘ℓ𝑚 ⇒ 𝑚|𝑝 ⇒ 𝑚ℛ𝑝. 

Vậy ℛ  là một quan hệ thứ tự trên ℕ∗ 

Phần tử tối đại của 𝑋 =  2; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 12; 15 :  
7, 8, 9,10, 12, 15. 

Phần tử tối tiểu của 𝑋: 2, 5, 7, 9 

Tập các chặn trên của 𝑋:  23 . 32 . 51 . 71 . 𝑘|𝑘 ∈ ℕ∗  nên sup 𝑋 = 2520. 

Chặn dưới của 𝑋: 1 nên inf 𝑋 = 1. 

Câu 3.7 (2 điểm): Ký hiệu 𝒫(𝑋) là tập các tập con của tập: 𝑋 =
 0; 1; 2; 3; 4; 5 . ≺ là một quan hệ hai ngôi trên 𝒫(𝑋) xác định bởi: 

∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫 𝑋 , 𝐴 ≺ 𝐵 ⇔ 𝐴 ⊃ 𝐵. 
a) (1 điểm) Chứng minh ≺ là một quan hệ thứ tự trên 𝒫(𝑋).  

b) (1 điểm) Xác định phần tử tối đại, tối tiểu, sup, inf của tập hợp 

𝑌 =   0 ,  0; 1; 2 ;  0; 1; 3 ,  1; 2; 3 ,  2; 3; 4  1; 2; 3; 5   

Giải: 

a) Bài tập. 

𝐴 ⊃ 𝐴 

𝐴 ⊃ 𝐵, 𝐵 ⊃ 𝐴 ⇒ 𝐴 = 𝐵. 
𝐴 ⊃ 𝐵, 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐶 



7 

 

 

 

b)  Phần tử tối đại của 𝑌:  0 ;  1; 2; 3 ;  2; 3; 4 . 

Phần tử tối tiểu của 𝑌:  0; 1; 2 ;  0; 1; 3 ;  2; 3; 4 ;  1; 2; 3; 5 . 
sup 𝑌 = ∅, inf 𝑌 = 𝑋 =  0; 1; 2; 3; 4; 5 . 

Câu 3.8 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℝ2  xác định 

bởi:     ∀ 𝑎; 𝑏 ,  𝑐; 𝑑 ∈ ℝ2 ,  𝑎; 𝑏 𝑆 𝑐; 𝑑 ⇔  
𝑎 ≤ 𝑐
𝑏 ≤ 𝑑

  

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ thứ tự trên trên ℝ2. 

b) (1 điểm) Tìm các phần tử tối đại, tối tiểu, sup, inf của tập 𝐴 =
 0;  1  ×  0; 1 . 

Giải: 

a) ∀ 𝑎; 𝑏 ∈ ℝ2;  
𝑎 ≤ 𝑎
𝑏 ≤ 𝑏

 ⇒  𝑎; 𝑏 𝑆 𝑎; 𝑏 . 

∀ 𝑎; 𝑏 ,  𝑐; 𝑑 ∈ ℝ2:  
 𝑎; 𝑏 𝑆 𝑐; 𝑑 
 𝑐; 𝑑 𝑆 𝑎; 𝑏 

 ⇔  

𝑎 ≤ 𝑐
𝑏 ≤ 𝑑
𝑐 ≤ 𝑎
𝑑 ≤ 𝑏

 ⇔  
𝑎 = 𝑐
𝑏 = 𝑑

  

⇔  𝑎; 𝑏 =  𝑐; 𝑑 . 

∀ 𝑎; 𝑏 ,  𝑐; 𝑑 ,  𝑒; 𝑓 ∈ ℝ2:  
 𝑎; 𝑏 𝑆 𝑐; 𝑑 
 𝑐; 𝑑 𝑆 𝑒; 𝑓 

 ⇔  
𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑒
𝑏 ≤ 𝑑 ≤ 𝑓

  

⇒  𝑎; 𝑏 𝑆 𝑒; 𝑓 . 
Do đó 𝑆 là một quan hệ thứ tự trên ℝ2 . 

b) Giả sử  𝑎; 𝑏 𝑆 𝑥; 𝑦 . Khi đó  
𝑎 ≤ 𝑥, ∀𝑎 ∈  0;  1  

𝑏 ≤ 𝑦, ∀𝑏 ∈  0; 1 
  nên  

1 ≤ 𝑥
1 ≤ 𝑦

  nên 

 1; 1  là phần tử lớn nhất và cũng là phần tử tối đại của tập 𝐴; 

hơn nữa sup 𝐴 =  1; 1  

Giả sử  𝑥; 𝑦 𝑆 𝑎; 𝑏 . Khi đó  
𝑥 ≤ 𝑎, ∀𝑎 ∈  0;  1  

𝑦 ≤ 𝑏, ∀𝑏 ∈  0; 1 
  nên  

𝑥 ≤ 0
𝑦 ≤ 0

  nên 

inf 𝐴 =  0; 0  Do  0; 0 ∉ 𝐴 nên 𝐴 không có phần tử tối tiểu. 

Câu 3.9 (2 điểm): Cho 𝑆  là một quan hệ hai ngôi trên ℕ∗  xác định 

bởi: ∀𝑎; 𝑏 ∈ ℕ∗, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑏 = 𝑎. 5𝑛 . 

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ thứ tự trên ℕ∗. 

b) (1 điểm) Tìm các phần tử tối đại, tối tiểu, sup, inf của tập 𝑋 =
 1; 2; 3; 5; 10; 15; 25 . 

Giải:  
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a) Với mọi 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ∗ ta có  

Phản xạ: ∀𝑎 ∈ ℕ∗, 𝑎 = 𝑎. 50 ⇒ 𝑎𝑆𝑎. 
Phản xứng: ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗: 𝑎𝑆𝑏, 𝑏𝑆𝑎 ⇒ ∃𝑛; 𝑚 ∈ ℕ, 𝑏 = 𝑎. 5𝑛 ; 𝑎 = 𝑏. 5𝑚  

⇒ 𝑎 = 𝑎. 5𝑛+𝑚 ⇒ 𝑛 + 𝑚 = 0 ⇒ 𝑚 = 𝑛 = 0 ⇒ 𝑏 = 𝑎. 
Bắc cầu: ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ∗: 𝑎𝑆𝑏, 𝑏𝑆𝑐 ⇒ ∃𝑛; 𝑚 ∈ ℕ, 𝑏 = 𝑎. 5𝑛 ; 𝑐 = 𝑏. 5𝑚  

⇒ 𝑐 = 𝑎. 5𝑛+𝑚 ⇒ 𝑎𝑆𝑐. 

Do đó S là một quan hệ thứ tự trên ℕ∗. 
b) Phần tử tối đại của 𝑋 =  1; 2; 3; 5; 10; 15; 25 : 10;15;25 

Phần tử tối tiểu của 𝑋 =  1; 2; 3; 5; 10; 15; 25 : 1; 2; 3 

Vì 1𝑆5,5𝑆25.      2𝑆10.       3𝑆15 

Tập 𝑋 không có chặn trên nên không tồn tại sup 𝑋. 

Vì nếu 𝑎 ∈ ℕ∗ là một chặn trên của 𝑋 thì 1𝑆𝑎, 2𝑆𝑎. Khi đó 𝑎 vừa có 

dạng 5𝑛  và 2.5𝑚  với 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ vô lý. 

Tập 𝑋  không có chặn dưới nên không tồn tại inf 𝑋. 

Vì nếu 𝑏 ∈ ℕ∗ là một chặn dưới của 𝑋 thì 𝑏𝑆1 suy ra 1 = 𝑏. 5𝑛 , 𝑛 ∈
ℕ. Khi đó 𝑏 = 1 và 𝑛 = 0. Vậy 𝑏 = 1. Đồng thời ta cũng phải có 1𝑆2 

suy ra tồn tại 𝑛 ∈ ℕ để 2 = 5𝑛 , vô lý. 

Câu 3.10 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℝ xác định 

bởi: ∀𝑎; 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏 ⇔  𝑎2 + 1  𝑏 + 1 =  𝑎 + 1  𝑏2 + 1  

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℝ. 

b) (1 điểm) Xác định lớp tương đương 𝑎, với 𝑎 ∈ ℝ. 

Giải:  

a) Phản xạ: ∀𝑎 ∈ ℝ,  𝑎2 + 1  𝑎 + 1 =  𝑎 + 1  𝑎2 + 1  ⇒ 𝑎𝑆𝑎. 
Đối xứng: ∀𝑎; 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏 ⇔  𝑎2 + 1  𝑏 + 1 =  𝑎 + 1  𝑏2 + 1  

⇔  𝑏2 + 1  𝑎 + 1 =  𝑏 + 1  𝑎2 + 1 ⇒ 𝑏𝑆𝑎. 
Bắc cầu: ∀𝑎; 𝑏; 𝑐 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏, 𝑏𝑆𝑐 ⇒  𝑎2 + 1  𝑏 + 1 = 

 𝑎 + 1  𝑏2 + 1 ;  𝑏2 + 1  𝑐 + 1 =  𝑏 + 1  𝑐2 + 1  
⇒  𝑎2 + 1  𝑏 + 1  𝑏2 + 1  𝑐 + 1 =  𝑎 + 1  𝑏2 + 1  𝑏 + 1  𝑐2 + 1  

⇒  𝑎2 + 1  𝑐 + 1 =  𝑎 + 1  𝑐2 + 1 ⇒ 𝑎𝑆𝑐. 

Vậy 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℝ. 

b) ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝑎 ⇔  𝑥2 + 1  𝑎 + 1 =  𝑥 + 1  𝑎2 + 1 ⇔ 
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 𝑥 − 𝑎  𝑥𝑎 + 𝑥 + 𝑎 − 1 = 0 ⇔  

𝑥 = −1, nếu 𝑎 = −1

 

𝑥 = 𝑎

𝑥 =
1 − 𝑎

1 + 𝑎
 , nếu 𝑎 ≠ −1 

  

Do đó 𝑎 =  
 −1 ,           nếu 𝑎 = −1 

 𝑎;
1−𝑎

1+𝑎
 ,      nếu 𝑎 ≠ −1

 . 

Câu 3.11 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℝ xác định 

bởi: ∀𝑎; 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ 𝑎3 − 𝑏3 = 3 𝑎 − 𝑏 . 

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℝ . 

b) (1 điểm) Xác định lớp tương đương  𝑎, với 𝑎 ∈ ℝ. 

Giải: 

a) Phản xạ: ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝑎3 − 𝑎3 = 0 = 3 𝑎 − 𝑎 ⇒ 𝑎𝑆𝑎. 

Đối xứng: ∀𝑎; 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ 𝑎3 − 𝑏3 = 3 𝑎 − 𝑏 ⇔ 𝑏3 − 𝑎3 =
3 𝑏 − 𝑎 ⇔ 𝑏𝑆𝑎. 

Bắc cầu: ∀𝑎; 𝑏; 𝑐 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏, 𝑏𝑆𝑐 ⇒ 𝑎3 − 𝑏3 = 3 𝑎 − 𝑏 , 𝑏3 − 𝑐3 =
3 𝑏 − 𝑐 ⇒  𝑎3 − 𝑏3 +  𝑏3 − 𝑐3 = 3 𝑎 − 𝑏 + 3 𝑏 − 𝑐 ⇒ 

𝑎3 − 𝑐3 = 3 𝑎 − 𝑐 ⇒ 𝑎𝑆𝑐. 

Vậy 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℝ. 
b) ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑥𝑆𝑎 ⇔ 𝑥3 − 𝑎3 = 3 𝑥 − 𝑎 ⇔  𝑥 − 𝑎  𝑥2 +

𝑎𝑥 + 𝑎2 − 3 = 0. 

Tam thức bậc hai theo 𝑥: 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑎2 − 3 có biệt số: Δ = 𝑎2 −
4 𝑎2 − 3 = 3 4 − 𝑎2 ≥ 0 ⇔ −2 ≤ 𝑎 ≤ 2. Do đó: 

𝑎 =

 
 
 

 
 

 −1; 2 ,                         nếu 𝑎 = 2
 1; −2 ,                              nếu 𝑎 = −2
 𝑎 ,                                      nếu  𝑎 > 2

 𝑎;
−𝑎 ±  3 4 − 𝑎2 

2
 ,     nếu   𝑎 < 2.

  

Câu 3.12 (2 điểm): Cho ánh xạ 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑆 là một quan hệ hai ngôi 

trên ℝ  xác định bởi: ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 . 

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ tương đương  trên ℝ. 

b) (1 điểm) Chứng minh rằng 𝑆 là một quan hệ thứ tự  trên ℝ nếu và 

chỉ nếu 𝑓 là một đơn ánh. 

Giải: 
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a) ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑎 ⇒ 𝑎𝑆𝑎 (phản xạ) 

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 ⇔ 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑎 ⇔ 𝑏𝑆𝑎. (Đối xứng) 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏, 𝑏𝑆𝑐 ⇒ 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 , 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑐 ⇒ 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑐  

⇒ 𝑎𝑆𝑐. (Bắc cầu) 

Do đó 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℝ. 

b) Giả sử 𝑆 là một quan hệ thứ tự trên ℝ. Khi đó, với mọi 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ mà 

𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏  thì ta có 𝑎𝑆𝑏 và 𝑏𝑆𝑎 nên 𝑎 = 𝑏. Vậy 𝑓 là đơn ánh. 

Ngược lại, nếu 𝑓 là đơn ánh và 𝑎𝑆𝑏, 𝑏𝑆𝑎 thì 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏  nên 𝑎 = 𝑏. 
Do đó 𝑆 có tính phản xứng. Vậy 𝑆 là một quan hệ thứ tự. 

Câu 3.13 (2 điểm): Cho 𝑆  là một quan hệ hai ngôi trên ℕ∗ xác định 

bởi: ∀𝑎; 𝑏 ∈ ℕ∗, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℤ, 𝑏 = 𝑎. 5𝑛 . 

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℕ∗. 

b) (1 điểm) Xác định các lớp tương đương 2, 5. 

Giải: a) Với mọi 𝑎 ∈ ℕ∗, 𝑎 = 𝑎. 50 nên 𝑆 phản xạ. 

Với mọi 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℤ, 𝑏 = 𝑎. 5𝑛 ⇔ 𝑎 = 𝑏. 5−𝑛 ⇔ 𝑏𝑆𝑎. 

Với mọi 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ∗, 𝑎𝑆𝑏, 𝑏𝑆𝑐 ⇒ ∃𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑏 = 𝑎. 5𝑚 , 𝑐 = 𝑏. 5𝑛  

⇒ 𝑐 = 𝑎. 5𝑚+𝑛 ⇒ 𝑎𝑆𝑐. 

Do đó 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℕ∗. 

c) ∀𝑥 ∈ ℕ∗, 𝑥 ∈ 2 ⇔ 2𝑆𝑥 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℤ, 𝑥 = 2. 5𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ. Vậy 

2 =  2. 5𝑛 |𝑛 ∈ ℕ . 

∀𝑥 ∈ ℕ∗, 𝑥 ∈ 5 ⇔ 5𝑆𝑥 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℤ, 𝑥 = 5. 5𝑛 = 5𝑛+1, 𝑛 ∈ ℕ ∪  −1 . 

Câu 3.14 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℝ  xác định 

bởi: ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥𝑆𝑦 ⇔ sin2 𝑥 + cos2 𝑦 = 1. 

a) (1 điểm) Chứng minh  𝑆  là một quan hệ tương đương  trên ℝ. 

b) (1 điểm) Xác định lớp tương đương của  
𝜋

2
 ,  

2𝜋

3
  . 

Giải: 

a) Phản xạ: ∀𝑥 ∈ ℝ, sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 nên 𝑥𝑆𝑥. 

Đối xứng: ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥𝑆𝑦 ⇔ sin2 𝑥 + cos2 𝑦 = 1 ⇔ 1 − cos2 𝑥 +
1 − sin2 𝑦 = 1 ⇔ sin2 𝑦 + cos2 𝑥 = 1 ⇔ 𝑦𝑆𝑥. 

Bắc cầu: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ,  
𝑥𝑆𝑦
𝑦𝑆𝑧

 ⇒  
sin2 𝑥 + cos2 𝑦 = 1

sin2 𝑦 + cos2 𝑧 = 1
 ⇒ 
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sin2 𝑥 + cos2 𝑦 + sin2 𝑦 + cos2 𝑧 = 2 ⇒ sin2 𝑥 + cos2 𝑧 = 1 ⇒ 𝑥𝑆𝑧. 

Do đó 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℝ. 

𝑥 ∈  
𝜋

2
 ⇔ 𝑥𝑆  

𝜋

2
  ⇔ sin2 𝑥 + cos2 𝜋

2
= 1 ⇔ sin2 𝑥 = 1 ⇔ cos 𝑥 =

0 ⇔ 𝑥 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ.  Vậy:  

𝜋

2
 =   

𝜋

2
+ 𝑘𝜋  𝑘 ∈ ℤ  

𝑥 ∈  
2𝜋

3
 ⇔ 𝑥𝑆  

2𝜋

3
 ⇔ sin2 𝑥 + cos2 2𝜋

3
= 1 ⇔ sin2 𝑥 =

3

4
⇔

cos 2𝑥 = −
1

2
= cos

2𝜋

3
⇔ 𝑥 = ±

𝜋

3
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ.   

Vậy:  
2𝜋

3
 =  ±  𝜋

3
+ 𝑘𝜋  𝑘 ∈ ℤ  

 Câu 3.15 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℕ∗ xác định 

bởi: ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑚𝑆𝑛 ⇔ 𝑚 ⋮ 𝑛 ⇔ ∃𝑞 ∈ ℕ∗, 𝑚 = 𝑞𝑛. 

a)  (1 điểm)  Chứng minh 𝑆 là một quan hệ thứ tự trên ℕ∗. 

b) (1 điểm) Xác định các phần tử tối đại, phần tử tối tiểu, chặn trên, 

chặn dưới, sup, inf của tập 𝑋 =  1; 2; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 12; 15 . 

Giải:  

a) Phản xạ: ∀𝑚 ∈ ℕ∗, 𝑚 = 1. 𝑚 nên 𝑚𝑆𝑚. 

Phản xứng: ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑚𝑆𝑛⋀𝑛𝑆𝑚 ⇒ ∃𝑞; 𝑟 ∈ ℕ∗,  𝑚 = 𝑞𝑛 ⋀ 𝑛 =
𝑟𝑚 ⇒ 𝑚 = 𝑞𝑟𝑚 ⇒ 𝑞𝑟 = 1 ⇒ 𝑟 = 𝑞 = 1 ⇒ 𝑚 = 𝑛. 

Bắc cầu: ∀𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ∗, 𝑚𝑆𝑛 ⋀ 𝑛𝑆𝑝 ⇒ 

∃𝑞; 𝑞′ ∈ ℕ∗,  𝑚 = 𝑞𝑛 ∧  𝑛 = 𝑞′𝑝  ⇒ 𝑚 = 𝑞𝑞′𝑝 ⇒ 𝑚𝑆𝑝 

Vậy 𝑆 là một quan hệ thứ tự trên ℕ∗. 

b) Phần tử tối đại của 𝑋 là 1. 

Các phần tử tối tiểu của 𝑋 là: 7; 8; 9; 10; 12; 15. 
Tập các chặn dưới của 𝑋 là  23. 32 . 5.7. 𝑘|𝑘 ∈ ℕ∗  nên inf 𝑋 = 2520. 
Tập chặn trên của 𝑋 là  1  nên sup 𝑋 = 1. 

Câu 3.16 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℝ xác định 

bởi: ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑎 − 𝑏 

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℝ. 

b) (1 điểm) Xác định lớp tương đương 𝑎, với 𝑎 ∈ ℝ. 

Giải:  
a) Với mọi , ,a b c  ta có 
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- 2 2a a a a aSa S      có tính phản xạ. 

- 2 2 2 2aSb a b a b b a b a bSa S           có tính đối xứng. 

- 
2 2

2 2

2 2

aSb a b a b
a c a c S

bSc b c b c

    
      

   

 có tính bắc cầu. 

Vậy S  là một quan hệ tương đương trên ℝ. 

b) 2 2 ( )( 1) 0
1

x a
x a xSa x a x a x a x a

x a


            

 
 

Do đó  ;1a a a   

Câu 3.17 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℕ2 xác định 

bởi: 

∀ 𝑚; 𝑛 ,  𝑚′ ; 𝑛′ ∈ ℕ2 ,  𝑚; 𝑛 𝑆 𝑚′ ; 𝑛′ ⇔  
𝑚 − 𝑚′ = 2𝑘
𝑛 − 𝑛′ = 2𝑘′ 𝑘, 𝑘′ ∈ ℕ  

a)  (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℕ2. 

b) (1 điểm) Xác định tập thương của ℕ2 theo quan hệ tương đương 𝑆. 

Giải:  
a) Với mọi 2( , ),( , ), ( , )a b c d e f   ta có 

- 
2

( , ) ( , )
2

a a
a b S a b S

b b


 






 có tính phản xạ. 

- 
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2

a c c a
a b S c d c d S a b S

b d d b

  
    

  

 

 
 có tính đối xứng. 

- 
( , ) ( , ) 2, 2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , ) 2, 2 2

a b S c d a c b d a e
a b S e f S

c d S e f c e d f b f

    
     

    

  

  
 có tính bắc cầu. 

Vậy S  là một quan hệ tương đương trên  . 

b) Tập thương  

        2 0;0 , 0;1 , 1;0 , 1;1S   

Câu 3.18 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℕ × ℕ∗  

xác định bởi:∀ 𝑝; 𝑞 ,  𝑝′ ; 𝑞′ ∈ ℕ × ℕ∗ 

 𝑝; 𝑞 𝑆 𝑝′ ; 𝑞′ ⇔
𝑝

𝑞
=

𝑝′

𝑞′
. 

a) (1 điểm) Chứng minh  𝑆 là một quan hệ tương đương trên ℕ × ℕ∗. 

b) (1 điểm) Xác định các lớp tương đương  1; 2 ,  2; 3 . 

Giải:  

a) Với mọi *( , ),( , ), ( , )a b c d e f     ta có 

- ( , ) ( , )ab ba a b S a b S    có tính phản xạ. 
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- ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b S c d ad bc cb da c d S a b S       có tính đối xứng. 

- 
( , ) ( , )

( , ) ( , )

a c

a b S c d ad bc a eb d

c ec d S e f cf de b f

d f


  

     
   



  

( , ) ( , )af be a b S e f S    có tính bắc cầu. 

Vậy S  là một quan hệ tương đương trên  . 

b) 

  𝑥; 𝑦 𝑆 1; 2 ⇔
𝑥

𝑦
=

1

2
⇔  𝑥; 𝑦 =  𝑛; 2𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ∗ 

⇒  1; 2 =   𝑛; 2𝑛 |𝑛 ∈ ℕ∗  

 𝑥; 𝑦 𝑆 2; 3 ⇔
𝑥

𝑦
=

2

3
⇔  𝑥; 𝑦 =  2𝑛; 3𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ∗ 

⇒  2; 3 =   2𝑛; 3𝑛 |𝑛 ∈ ℕ∗  

Câu 3.19 (2 điểm): Ký hiệu ℘ 𝑋  à tập các tập con của tập: 𝑋 =
 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 . ≺ là một quan hệ hai ngôi trên ℘ 𝑋  xác định bởi:  

∀𝐴, 𝐵 ∈ ℘ 𝑋 , 𝐴 ≺ 𝐵 ⇔ 𝐴 ⊂ 𝐵. 

a) (1 điểm) Chứng minh ≺ là một quan hệ thứ tự trên ℘ 𝑋 . 
b) (1 điểm) Xác định các phần tử tối đại, tối tiểu, sup, inf của tập 

            0 , 0;1;2 , 0;1;3 , 1;2;3 , 2;3;4 , 0;1;3;4;5Y  . 

Giải: 
a) Với mọi , , ( )A B C P X  ta có  

- A A A A      có tính phản xạ. 

- 
A B A B

A B
B A B A

 
    

 




   có tính phản đối xứng. 

- 
A B A B

A C A C
B C B C

 
     

 





   có tính bắc cầu. 

Do đó   

 là một quan hệ thứ tự trên ( )P X . 

b) Phần tử tối tiểu của Y :      0 ; 1;2;3 ; 2;3;4 . 

Phần tử tối đại của Y :        0;1;2 ; 1;2;3 ; 2;3;4 ; 0;1;3;4;5 . 

 sup 0;1;2;3;4;5 ,infY X Y   . 
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Câu 3.20 (2 điểm): Cho 𝑆 là một quan hệ hai ngôi trên ℕ∗ xác định 

bởi: ∀𝑎; 𝑏 ∈ ℕ∗, 𝑎𝑆𝑏 ⇔ ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑏 = 𝑎𝑛  

a) (1 điểm) Chứng minh 𝑆 là một quan hệ thứ tự trên ℕ∗. 

b) (1 điểm) Xác định các phần tử tối đại, tối tiểu, chặn trên, chặn dưới 

của tập   3;9;27;81X  . 

Giải: 
a)  Với mọi *, ,a b c  ta có 

- 1a a aSa S    có tính phản xạ. 

- 

1
, :

1

m

mn

n

aSb b a b
m n b b

bSa mna b

   
       

 


 

1 1

1

b a b
S

m n a b

   
   

   
 có tính phản đối xứng. 

- , :

m

mn

n

aSb b a
m n c a aSc S

bSc c b

  
      

 
  có tính bắc cầu 

Do đó S  là một quan hệ thứ tự trên * . 

b) Phần tử rối đại: 27;  81 

Phần tử tối tiểu: 3 

Tập các chặn trên:  123 |k k  

Chặn dưới: 3 
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IV 
Phương pháp chứng minh qui nạp. 

 Dùng để chứng minh một mệnh đề toán học liên quan đến số tự nhiên, mà 

gọi là ℘ 𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ. 
 Chú ý: ℕ =  0; 1; 2; 3;… ; 𝑛; 𝑛 + 1;…   
 Các bước của một chứng minh qui nạp: 

a) Kiểm tra mệnh đề ℘ 𝑛0  là đúng, với 𝑛0 ∈ ℕ.  
b) Phát biểu giả thiết qui nạp: giả sử mệnh đề ℘ 𝑛  trong đó  𝑛 ≥ 𝑛0 (nào đó) 

là đúng. 

c) Chứng minh, khi đó mệnh đề ℘ 𝑛 + 1  cũng đúng. 

d) Kết luận mệnh đề ℘ 𝑛  đúng với mọi 𝑛 ≥ 𝑛0. 

Số phức 

 Kí hiệu:  

ℂ =  𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦| 𝑥; 𝑦 ∈ ℝ, 𝑖2 = −1 , 𝑥 = Re 𝑧  phần thực ; 𝑦 = Im 𝑧(phần ảo) 

 𝑥 + 𝑦𝑖 được gọi là dạng đại số của  số phức z 

 Đặt 𝑟 =  𝑥2 + 𝑦2 được gọi là mô-đun của 𝑧. 𝜑 =  𝑂𝑥;𝑂𝑀  trong đó 𝑀 là 

điểm trong mặt phẳng ℝ2 có toạ độ 𝑀 𝑥; 𝑦 . 𝜑 được gọi là argument của số 

phức 𝑧. 
 Khi đó 𝑧 = 𝑟 cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑  được gọi là dạng lượng giác của 𝑧. Chú ý: 

cos𝜑 =
𝑥

𝑟
; sin𝜑 =

𝑦

𝑟
 

 Kí hiệu 𝑒𝑖𝜑 = cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑 thì ta có dạng mũ của số phức 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑 . 
 

Cho 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖 và 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2𝑖   khi đó  𝑧1 + 𝑧2 =  𝑥1 + 𝑥2 +  𝑦1 + 𝑦2 𝑖 
 

Cho 𝑧1 = 𝑟1𝑒
𝑖𝜑1  và 𝑧2 = 𝑟2𝑒

𝑖𝜑2   khi đó  𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2𝑒
𝑖 𝜑1+𝜑2  và khi 𝑧2 ≠ 0 thì 

𝑧1

𝑧2
=
𝑟1
𝑟2
𝑒𝑖 𝜑1−𝜑2 . 

 

Chú ý: Nếu 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 thì 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 và nếu 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑  thì 𝑧 = 𝑟𝑒−𝑖𝜑  

 

Căn bậc 𝑛 của số phức 𝑧 = 𝑟 cos𝜑 + 𝑖 sin 𝜑 = 𝑟𝑒𝑖𝜑 , 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 
Kí hiệu 𝜔 = 𝜌𝑒𝑖𝜓  là căn bậc 𝑛 của 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑  khi đó 𝜔𝑛 = 𝑧. Suy ra 

𝑟𝑒𝑖𝜑 =  𝜌𝑒𝑖𝜓  
𝑛

= 𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜓  

Do đó 
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𝜌𝑛 = 𝑟

𝑛𝜓 = 𝜑 + 2𝑘𝜋
 ⇔  

𝜌 =  𝑟
𝑛

𝜓 =
𝜑

𝑛
+ 𝑘

2𝜋

𝑛

    ; 𝑘 ∈ ℤ 

Từ đây suy ra  

𝜔 =  𝑟
𝑛

𝑒
𝜑
𝑛

+𝑘
2𝜋
𝑛 ; 𝑘 ∈ ℤ. 

Do tính tuần hoàn của các hàm  cos 𝑥 và sin 𝑥 ta có đúng 𝑛 căn bận 𝑛 

𝜔𝑘 =  𝑟
𝑛

𝑒
𝜑
𝑛

+𝑘
2𝜋
𝑛 ; 𝑘 ∈  0; 1; 2;… ;  𝑛 − 1   

Toạ vị của các 𝜔𝑘  là các đỉnh của một 𝑛 giác đều, nội tiếp trong một đường tròn có 

tâm tại 0, bán kính  𝑟
𝑛

 . 

 

Căn bậc 𝑛 của 1. 

Do 1 = 𝑒𝑖0 nên 𝑛 căn bậc 𝑛 của 1 là  𝜔𝑘 = 𝑒𝑘
2𝜋

𝑛 , 𝑘 ∈  0; 1; 2;… ;  𝑛 − 1  . 

Từ đây ta suy ra, nếu đặt 𝜔 = 𝜔1 = 𝑒
2𝜋

𝑛  thì 𝜔𝑘 = 𝑒𝑘
2𝜋

𝑛 =  𝑒
2𝜋

𝑛  
𝑘

= 𝜔𝑘 . 

 

Đạo hàm cấp cao 

Giả sử hàm 𝑓 𝑥  khả vi trên  𝑎; 𝑏 ⊂ ℝ. Khi đó ta có hàm đạo hàm 𝑓 ′ 𝑥  trên 

 𝑎; 𝑏 . Đạo hàm của 𝑓 ′ 𝑥  (nếu có) được gọi là đạo hàm cấp hai của 𝑓 và kí hiệu 

là 𝑓 ′′  hay 𝑓 2 , tức là đạo hàm cấp hai là đạo hàm của hàm đạo hàm cấp một, ... 

tương tự, đạo hàm của hàm đạo hàm cấp 𝑛 được gọi là đạo hàm cấp  𝑛 + 1  của 

hàm 𝑓: 

 𝑓 𝑛  
′

= 𝑓 𝑛+1 . 
 

KHỐI 4: 

Câu 4.1 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

23 + 43 + ⋯+  2𝑛 3 = 2𝑛2 𝑛 + 1 2. 

b) (1 điểm) Tính 

 1 − 𝑖 𝑛

 1 − 𝑖 3 
𝑛 . 

Giải: a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 23 = 2.12 1 + 1 2 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

23 + 43 + ⋯+  2𝑛 3 = 2𝑛2 𝑛 + 1 2 
+ Khi đó  
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23 + 43 + ⋯+  2𝑛 3 +  2 𝑛 + 1  
3

= 2𝑛2 𝑛 + 1 2 + 8 𝑛 + 1 3 

= 2 𝑛 + 1 2 𝑛2 + 4 𝑛 + 1  = 2 𝑛 + 1 2 𝑛 + 2 2. 

Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b)  

1 − 𝑖 =  2  
1

 2
−

1

 2
𝑖 =  2  cos

7𝜋

4
+ 𝑖 sin

7𝜋

4
 =  2𝑒

7𝜋
4
𝑖
 

1 − 𝑖 3 = 2 
1

2
−
 3

2
𝑖 = 2  cos

5𝜋

3
+ 𝑖 sin

5𝜋

3
 = 2𝑒

5𝜋
3
𝑖
 

 1 − 𝑖 𝑛

 1 − 𝑖 3 
𝑛 =  

1 − 𝑖

1 − 𝑖 3
 
𝑛

=  
 2𝑒

7𝜋
4
𝑖

2𝑒
5𝜋
3
𝑖
 

𝑛

=  
𝑒 

7
4
−

5
3
 𝜋𝑖

 2
 

𝑛

 

=  
𝑒
𝜋𝑖
12

 2
 

𝑛

=
1

 2
𝑛  cos

𝑛𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋

12
 . 

 

 

Câu 4.2 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

13 + 23 + ⋯+ 𝑛3 =  
1

2
𝑛 𝑛 + 1  

2

. 

b) (1 điểm) Tính 

 1 + 𝑖 3 
𝑛

 1 + 𝑖 𝑛+1
. 

Giải:a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 13 =  
1

2
 1 + 1  

2

 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

13 + 23 + ⋯+ 𝑛3 =  
1

2
𝑛 𝑛 + 1  

2

 

+ Khi đó  

13 + ⋯+ 𝑛3 +  𝑛 + 1 3 =  
1

2
𝑛 𝑛 + 1  

2

+  𝑛 + 1 3 

=  𝑛 + 1 2  
1

4
𝑛2 +  𝑛 + 1  =  

1

2
 𝑛 + 1  𝑛 + 2  

2

. 

Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) 
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1 + 𝑖 =  2  cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
  

1 + 𝑖 3 = 2  cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
  

 1 + 𝑖 3 
𝑛

 1 + 𝑖 𝑛+1
=

2𝑛  cos
𝜋
3

+ 𝑖 sin
𝜋
3
 
𝑛

2
𝑛+1

2  cos
𝜋
4

+ 𝑖 sin
𝜋
4
 
𝑛+1 =

1

2
𝑛
2

+1

cos
𝑛𝜋
3

+ 𝑖 sin
𝑛𝜋
3

cos
 𝑛 + 1 𝜋

4
+ 𝑖 sin

 𝑛 + 1 𝜋
4

 

=   2 
𝑛−1 𝑒

𝑛
3
𝜋𝑖

𝑒
𝑛+1

4
𝜋𝑖

=   2 
𝑛−1

𝑒
𝑛−3
12

𝜋𝑖 =   2 
𝑛−1

 cos
 𝑛 − 3 𝜋

12
+ 𝑖 sin

 𝑛 − 3 𝜋

12
 . 

Câu 4.3 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh bằng quy nạp bất đẳng thức sau: 

1

12
+

1

22
+ ⋯+

1

𝑛2
>

3𝑛

2𝑛 + 1
 

Với mọi số nguyên 𝑛 ≥ 2. 

b) (1 điểm) Tìm dạng lượng giác của số phức 
1 + 𝑖 tan 𝛼

1 − 𝑖 tan 𝛼
 

Giải: 

+ Khi 𝑛 = 2:
1

12
+

1

22
>

3.2

2.2+1
 đúng 

+ Giả sử bất đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 2, tức là 
1

12
+

1

22
+ ⋯+

1

𝑛2
>

3𝑛

2𝑛 + 1
 

+ Khi đó  
1

12
+

1

22
+ ⋯+

1

𝑛2
+

1

 𝑛 + 1 2
>

3𝑛

2𝑛 + 1
+

1

 𝑛 + 1 2
 

=
3𝑛3 + 6𝑛2 + 5𝑛 + 1

 2𝑛 + 1  𝑛 + 1 2
>

3 𝑛 + 1 

2 𝑛 + 1 + 1
 

Do đó bất đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy bất đẳng thức đúng với mọi số nguyên  𝑛 ≥ 2. 

 

        b) 
1 + 𝑖 tan 𝛼

1 − 𝑖 tan 𝛼
=

cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼

cos 𝛼 − 𝑖 sin 𝛼
=

cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼

cos(−𝛼) + 𝑖 sin(−𝛼)
 

= cos 2𝛼 + 𝑖 sin 2𝛼. 

Câu 4.4 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh bằng quy nạp bất đẳng thức sau: 

5

7
.

9

11
.
13

15
…

4𝑛 + 1

4𝑛 + 3
>  

3

4𝑛 + 3
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Với mọi số nguyên 𝑛 ≥ 1 

b) (1 điểm) Tìm các căn bậc ba của 1 − 𝑖 3. 

Giải: 

+ Khi 𝑛 = 1:
5

7
>  

3

4+3
 đúng 

+ Giả sử bất đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

5

7
.

9

11
.
13

15
…

4𝑛 + 1

4𝑛 + 3
>  

3

4𝑛 + 3
, 

+ Khi đó  

5

7
.

9

11
.…

4𝑛 + 1

4𝑛 + 3
.
4𝑛 + 5

4𝑛 + 7
>  

3

4𝑛 + 3
.
4𝑛 + 5

4𝑛 + 7
>  

3

4𝑛 + 7
. 

 vì  
3

4𝑛 + 3
 .

4𝑛 + 5

4𝑛 + 7
>  

3

4𝑛 + 7
⇔

4𝑛 + 5

  4𝑛 + 3  4𝑛 + 7 
> 1 

⇔  4𝑛 + 5 2 >  4𝑛 + 3  4𝑛 + 7 ⇔ 25 > 21 ⇔ 4 > 0.   
Do đó bất đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy bđt đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) 1 − 𝑖 3 = 2  cos
5𝜋

3
+ 𝑖 sin

5𝜋

3
 = 2𝑒𝑖𝜋

5
3 

𝑢𝑘 =  2
3

 cos

5𝜋
3

+ 2𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin

5𝜋
3

+ 2𝑘𝜋

3
   

𝑢0 =  2
3

 cos
5𝜋

9
+ 𝑖 sin

5𝜋

9
  

𝑢1 =  2
3

 cos
11𝜋

9
+ 𝑖 sin

11𝜋

9
  

𝑢2 =  2
3

 cos
17𝜋

9
+ 𝑖 sin

17𝜋

9
  

Câu 4.5 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n ta luôn có: 

12 − 22 + 32 −⋯+  −1 𝑛−1𝑛2 =
 −1 𝑛−1𝑛(𝑛 + 1)

2
. 

b) (1 điểm) Tìm các căn bậc ba của (1 + 𝑖)/ 2. 
Giải: 

+ Khi 𝑛 = 1: 12 =
 −1 0 .1.(1+1)

2
 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 
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12 − 22 + 32 −⋯+  −1 𝑛−1𝑛2 =
 −1 𝑛−1𝑛(𝑛 + 1)

2
 

+ Khi đó  

12 −⋯+  −1 𝑛−1𝑛2 +  −1 𝑛 𝑛 + 1 2 =
 −1 𝑛−1𝑛(𝑛 + 1)

2
+  −1 𝑛 𝑛 + 1 2 

=
 −1 𝑛

2
 𝑛 + 1  2𝑛 + 2 − 𝑛 + =

 −1 𝑛 𝑛 + 1 (𝑛 + 2)

2
. 

Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) 
1 + 𝑖

 2
= cos

𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
 

𝑢𝑘 = cos

𝜋
4

+ 2𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋
4

+ 2𝑘𝜋

3
 

𝑢0 = cos
𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
 

𝑢1 = cos
9𝜋

12
+ 𝑖 sin

9𝜋

12
 

𝑢2 = cos
17𝜋

12
+ 𝑖 sin

17𝜋

12
 

 

Câu 4.6 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

 𝑛3 + 3𝑛2 + 5𝑛 ⋮ 3 

b) (1 điểm) Cho hai số thưc̣ 𝑎, 𝑏 thỏa mãn 𝑎 < 𝑏 và 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Chỉ ra số 𝜖 > 0 sao cho  

 𝑥 − 𝜖, 𝑥 + 𝜖 ⊂  𝑎, 𝑏 . 
Giải:a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 1 + 3 + 5 = 9 ⋮ 3 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

𝑛3 + 3𝑛2 + 5𝑛 ⋮ 3 
+ Khi đó  

 𝑛 + 1 3 + 3 𝑛 + 1 2 + 5 𝑛 + 1 =  𝑛3 + 3𝑛2 + 5𝑛 + 3(𝑛2 + 3𝑛 + 3) ⋮ 3 
 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

 

b) Đặt 0 < 𝜖 ≤ min{𝑥 − 𝑎, 𝑏 − 𝑥}.  
Khi đó 𝑥 − 𝜀 ≥ 𝑥 −  𝑥 − 𝑎 = 𝑎 và 𝑥 + 𝜀 ≤ 𝑥 +  𝑏 − 𝑥 = 𝑏. Nên 

𝑎 ≤ 𝑥 − 𝜀 < 𝑥 + 𝜀 ≤ 𝑏. 

Vậy:  
 𝑥 − 𝜖, 𝑥 + 𝜖 ⊂  𝑎, 𝑏 . 
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Câu 4.7 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng, với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

 4𝑛 + 15𝑛 − 1 ⋮ 9 

b) (1 điểm) Cho hai số thưc̣ 𝑎, 𝑏 thỏa mãn 𝑎 < 𝑏. Chứng minh rằng 

𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 ⇔ ∃ 𝜆 ∈  0,1 : 𝑥 = 𝜆𝑎 +  1 − 𝜆 𝑏. 
Giải: a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 4 + 15 − 1 = 18 ⋮ 9 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

4𝑛 + 15𝑛 − 1 ⋮ 9 
+ Khi đó  

4𝑛+1 + 15 𝑛 + 1 − 1 = 4 4𝑛 + 15𝑛 − 1 − 9(5𝑛 − 2) ⋮ 9 
 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) Nếu 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) thì chọn 𝜆 =
𝑏−𝑥

𝑏−𝑎
∈  0,1  vì 0 < 𝑏 − 𝑥 < 𝑏 − 𝑎. Khi đó 

𝜆 =
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
⇔ 𝑏 − 𝑥 = 𝜆 𝑏 − 𝑎 ⇔ 𝑥 = 𝑏 − 𝜆 𝑏 − 𝑎 = 𝜆𝑎 +  1 − 𝜆 𝑏. 

Ngược lại, nếu ∃ 𝜆 ∈  0,1 : 𝑥 = 𝜆𝑎 +  1 − 𝜆 𝑏 thì 

𝑎 = 𝜆𝑎 +  1 − 𝜆 𝑎 < 𝜆𝑎 +  1 − 𝜆 𝑏 < 𝜆𝑏 +  1 − 𝜆 𝑏 = 𝑏 

hay 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 . 

Câu 4.8 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

 𝑛3 + 11𝑛 ⋮ 6 

b) (1 điểm) Cho 𝑛 ∈ ℕ∗ và 𝑛 số thực 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  thỏa mãn 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑛 = 1. 

Chứng minh rẳng tồn tại 𝑖 ∈  1,2, … , 𝑛  sao cho 𝑥𝑖 ≥
1

𝑛
. 

Giải: 

+ Khi 𝑛 = 1: 1 + 11 = 12 ⋮ 6 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

𝑛3 + 11𝑛 ⋮ 6 
+ Khi đó  

 𝑛 + 1 3 + 11 𝑛 + 1 =  𝑛3 + 11𝑛 + 3𝑛 𝑛 + 1 + 12 ⋮ 6 
 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) Giả sử 𝑥𝑖 < 1/𝑛 với mọi 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}. Lúc đó 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑛 < 𝑛
1

𝑛
= 1  (vô lí) 

Câu 4.9 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 
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 2𝑛3 − 3𝑛2 + 𝑛 ⋮ 6 

b) (1 điểm) Chứng tỏ 

inf  
1

𝑛  
 
 
𝑛 ∈ ℕ∗  = 0. 

Giải: 

a) + Khi 𝑛 = 1: 2 − 3 + 1 = 0 ⋮ 6 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

2𝑛3 − 3𝑛2 + 𝑛 ⋮ 6 
+ Khi đó  

2 𝑛 + 1 3 − 3 𝑛 + 1 2 +  𝑛 + 1 =  2𝑛3 − 3𝑛2 + 𝑛 + 6𝑛2 ⋮ 6 
 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) + Ta có 
1

𝑛
≥ 0 với mọi 𝑛 ∈ ℕ∗ 

+ Với mọi 𝜖 > 0, tồn tại 𝑛 ∈ ℕ∗ sao cho 
1

𝑛
< 𝜖.  (Chẳng hạn, chọn 𝑛 =  

1

𝜀 
 + 1). Từ đó 

suy ra đpcm. 

𝛼 = inf 𝐴 ⇔  
𝛼 ≤ 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝐴

∀𝜀 > 0, ∃𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 < 𝛼 + 𝜀
  

Câu 4.10 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: đạo hàm cấp 𝑛 

 ln 𝑎𝑥 + 𝑏   𝑛 =
 −1 𝑛−1.  𝑛 − 1 !. 𝑎𝑛

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛
 

b) (1 điểm) Chứng tỏ  

  𝑛, +∞ = ∅.

∞

𝑛=1

 

 

+ Khi 𝑛 = 1:  ln 𝑎𝑥 + 𝑏  ′ =
𝑎

𝑎𝑥+𝑏
 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

 ln 𝑎𝑥 + 𝑏   𝑛 =
 −1 𝑛−1.  𝑛 − 1 !. 𝑎𝑛

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛
 

+ Khi đó  

 ln 𝑎𝑥 + 𝑏   𝑛+1 =  
 −1 𝑛−1.  𝑛 − 1 !. 𝑎𝑛

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛
 

′

=
 −1 𝑛 . 𝑛!. 𝑎𝑛+1

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛+1
 

 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) Với mọi 𝑥 ∈ ℝ, tồn tại 𝑛 ∈ ℕ∗ (có thể chọn 𝑛 =  𝑥 + 1) sao cho 𝑛 > 𝑥, do đó 

𝑥 ∉ (𝑛, +∞). Nên 𝑥 ∉   𝑛, +∞ .∞
𝑛=1  Vậy   𝑛, +∞ = ∅.∞

𝑛=1  
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Câu 4.11 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

 
1

𝑎𝑥 + 𝑏
 

(𝑛)

=
 −1 𝑛 . 𝑛!. 𝑎𝑛

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛+1
 

b) (1 điểm) Tìm supremum và infimum của tập sau trong ℝ (không cần chứng minh) 

𝐴 =  
𝑛

2𝑛 + 1   
 𝑛 ∈ ℕ∗  . 

Giải: a)  

+ Khi 𝑛 = 1:  
1

𝑎𝑥+𝑏
 ′ =

−𝑎

 𝑎𝑥+𝑏 2
 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

 
1

𝑎𝑥 + 𝑏
 
 𝑛 

=
 −1 𝑛 . 𝑛!. 𝑎𝑛

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛+1
 

+ Khi đó  

 
1

𝑎𝑥 + 𝑏
 
 𝑛+1 

=  
 −1 𝑛 . 𝑛!. 𝑎𝑛

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛+1
 

′

=
 −1 𝑛+1. (𝑛 + 1)!. 𝑎𝑛+1

 𝑎𝑥 + 𝑏 𝑛+2
 

 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) sup 𝐴 =
1

2
 và inf 𝐴 =

1

3
. 

 Do 
1

3
<

2

5
< ⋯ <

𝑛

2𝑛 + 1
<

𝑛 + 1

2 𝑛 + 1 + 1
⋯ <

1

2
  

Câu 4.12 (2 điểm):  

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: đạo hàm cấp 𝑛 

 sin 2𝑥 (𝑛) = 2𝑛 sin(2𝑥 +
𝑛𝜋

2
) 

b) (1 điểm) Cho 𝜔 là một nghiệm phức của phương trình 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0. Tính 𝜔3 . 

Giải: 

+ Khi 𝑛 = 1:  sin 2𝑥 ′ = 2 cos 2𝑥 = 2 sin(2𝑥 +
𝜋

2
) đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

 sin 2𝑥  𝑛 = 2𝑛 sin  2𝑥 +
𝑛𝜋

2
  

+ Khi đó  

 sin 2𝑥  𝑛+1 =   sin 2𝑥  𝑛  
′

=  2𝑛 sin  2𝑥 +
𝑛𝜋

2
  

′

= 2𝑛+1 cos  2𝑥 +
𝑛𝜋

2
 

= 2𝑛+1 sin  2𝑥 +
(𝑛 + 1)𝜋

2
  

 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 
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b) Ta có 𝜔3 − 1 =  𝜔 − 1  𝜔2 + 𝜔 + 1 = 0 hay 𝜔3 = 1. 

Câu 4.13 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

3 + 9 + 27 + ⋯+ 3𝑛 =
1

2
(3𝑛+1 − 3) 

b) (1 điểm) Cho 𝜔 là một nghiệm phức của phương trình 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0. Tính  𝜔4 

Giải: a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 3 =
1

2
(32 − 3) đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

3 + 9 + 27 + ⋯+ 3𝑛 =
1

2
(3𝑛+1 − 3) 

+ Khi đó  

3 + 9 + ⋯+ 3𝑛 + 3𝑛+1 =
1

2
 3𝑛+1 − 3 + 3𝑛+1 =

1

2
(3𝑛+2 − 3) 

 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) Ta có 𝜔4 − 1 =  𝜔 − 1  𝜔3 + 𝜔2 + 𝜔 + 1 = 0 hay 𝜔4 = 1. 

Câu 4.14 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta luôn có: 

 𝑛 + 1  𝑛 + 2 …  𝑛 + 𝑛 = 2𝑛 . 1.3.5… (2𝑛 − 1) 

b) (1 điểm) Giải phương trình sau trong ℂ: 𝑧3 − 2 − 2𝑖 = 0. 

Giải:a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 1 + 1 = 2 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

 𝑛 + 1  𝑛 + 2 …  𝑛 + 𝑛 = 2𝑛 . 1.3.5… (2𝑛 − 1) 
+ Khi đó  

 𝑛 + 2  𝑛 + 3 …  2𝑛 + 2 =
 𝑛 + 1  𝑛 + 2  𝑛 + 3 …  2𝑛  2𝑛 + 1  2𝑛 + 2 

𝑛 + 1
 

=
2𝑛 . 1.3…  2𝑛 − 1  2𝑛 + 1  2𝑛 + 2 

𝑛 + 1
= 2𝑛+11…  2𝑛 − 1 (2 𝑛 + 1 − 1) 

 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

𝑏) 𝑧3 = 2 1 + 𝑖 = 2 2 (cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
) suy ra 

𝑧 =  2 2
3

 cos

𝜋
4 + 𝑘2𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋
4 + 𝑘2𝜋

3
 =  2 cos  

𝜋

12
+ 𝑘

2𝜋

3
 + sin  

𝜋

12
+ 𝑘

2𝜋

3
  , 𝑘 ∈ ℤ. 
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Phương trình đã cho có 3 nghiệm  

𝑧0 =  2 (cos
𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
), 𝑧1 =  2 (cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
),  𝑧2 =  2 (cos

17𝜋

12
+ 𝑖 sin

17𝜋

12
). 

Câu 4.15 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Cho dãy số (𝑢𝑛) xác định bởi:  

 
𝑢1 =

1

3
                              

𝑢𝑛+1 =
 𝑛 + 1 𝑢𝑛

3𝑛
, ∀𝑛 ≥ 1

  

Chứng minh rằng: 

𝑢𝑛 =
𝑛

3𝑛
, ∀𝑛 ≥ 1 

b) (1 điểm) Biểu diễn tập hợp sau trên mặt phẳng phức 

𝐴 =  𝑧 ∈ ℂ   𝑧 + 𝑧  ≤ 2,  𝑧 − 𝑧  ≤ 2  . 

Giải: 

+ Khi 𝑛 = 1: 𝑢1 =
1

3
 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

𝑢𝑛 =
𝑛

3𝑛
 

+ Khi đó  

𝑢𝑛+1 =
 𝑛 + 1 𝑢𝑛

3𝑛
=
 𝑛 + 1 

𝑛
3𝑛

 

3𝑛
=
𝑛 + 1

3𝑛+1
 

Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) 𝑏)  𝐴 =  𝑧 ∈ ℂ   𝑧 + 𝑧  ≤ 2,  𝑧 − 𝑧  ≤ 2  . Đặt 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 khi đó 𝑧 = 𝑎 = 𝑖𝑏 

nên 𝑧 + 𝑧 = 2𝑎 và 𝑧 − 𝑧 = 2𝑏. Vậy 

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ 𝐴 khi và chỉ khi  𝑎 ≤ 1 và  𝑏 ≤ 1.  

𝐴 chính là hình vuông  −1,1 ×  −1,1  trong mặt phẳng phức, có 4 đỉnh là 

𝑀 1; 1 , 𝑁 −1; 1 , 𝑃 −1;−1 , 𝑄 1; −1 . 

Câu 4.16 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Cho dãy số (𝑢𝑛) xác định bởi:  

 
𝑢1 = 1                              
𝑢𝑛 = 3𝑢𝑛−1 + 2𝑛 , ∀𝑛 ≥ 2

  

Chứng minh rằng: 

𝑢𝑛 = 5.3𝑛−1 − 2𝑛+1, ∀𝑛 ≥ 1 
b) (1 điểm) Biểu diễn tập hợp sau trên mặt phẳng phức 



12 

 

𝐵 =  𝑧 ∈ ℂ    Re 𝑧 + |Im 𝑧| ≤ 1  . 

Giải: a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 𝑢1 = 1 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

𝑢𝑛 = 5.3𝑛−1 − 2𝑛+1 
+ Khi đó  

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 + 2𝑛+1 = 3 5.3𝑛−1 − 2𝑛+1 + 2𝑛+1 = 5.3𝑛 − 2𝑛+2 
 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

𝑏) 𝐵 =  𝑧 ∈ ℂ    Re 𝑧 + |Im 𝑧| ≤ 1   

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ 𝐵 khi và chỉ khi  𝑎 + |𝑏| ≤ 1. 

𝐵 là hình vuông (đặc) với 4 đỉnh 𝑀 1,0 , 𝑁 0,1 , 𝑃 −1,0 , 𝑄(0, −1). 

Câu 4.17 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Cho dãy số (𝑢𝑛) xác định bởi:  

 
𝑢1 = −2                              

𝑢𝑛 = 5𝑢𝑛−1 + 2. 3𝑛 − 6.7𝑛 + 12, ∀𝑛 ≥ 2
  

Chứng minh rằng: 

𝑢𝑛 = 157.5𝑛−1 − 3𝑛+1 − 3.7𝑛+1 − 3, ∀𝑛 ≥ 1 
b) (1 điểm) Biểu diễn tập hợp sau trên mặt phẳng phức 

𝐶 =  𝑧 ∈ ℂ   𝑧 ≤ 1, 0 ≤ Im 𝑧, 0 ≤ Re 𝑧  . 

Giải: a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 𝑢1 = −2 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

𝑢𝑛 = 157.5𝑛−1 − 3𝑛+1 − 3.7𝑛+1 − 3 
+ Khi đó  

𝑢𝑛+1 = 5 157.5𝑛−1 − 3𝑛+1 − 3.7𝑛+1 − 3 + 2.3𝑛+1 − 6.7𝑛+1 + 12
= 157.5𝑛 − 3𝑛+2 − 3.7𝑛+2 − 3 

 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) 𝐶 là ¼ hình tròn đơn vị nằm trong góc phần tư thứ nhất. 

Câu 4.18 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Cho dãy số (𝑢𝑛) xác định bởi:  

 
𝑢1 = 1                              

𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛−1 + 3𝑛 − 𝑛, ∀𝑛 ≥ 2
  

Chứng minh rằng: 

𝑢𝑛 = −11.2𝑛−1 + 3𝑛+1 + 𝑛 + 2, ∀𝑛 ≥ 1 

b) (1 điểm) Tìm các căn bậc năm của đơn vị 1. 
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Giải: 

+ Khi 𝑛 = 1: 𝑢1 = 1 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

𝑢𝑛 = −11.2𝑛−1 + 3𝑛+1 + 𝑛 + 2 
+ Khi đó 

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 3𝑛+1 −  𝑛 + 1 = 2 −11.2𝑛−1 + 3𝑛+1 + 𝑛 + 2 + 3𝑛+1 − 𝑛 − 1
= −11.2𝑛 + 3𝑛+2 + 𝑛 + 1 + 2 

 Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b)Có 5 căn bậc năm của 1 = cos 0 + 𝑖 sin 0 = 𝑒𝑖0 . 

𝜔𝑘 = cos
𝑘2𝜋

5
+ 𝑖 sin

𝑘2𝜋

5
, 𝑘 = 0,1,2,3,4. 

Câu 4.19 (2 điểm): 

a) (1 điểm) Cho dãy số (𝑢𝑛) xác định bởi:  

 

𝑢1 = 1                              

𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛−1

3𝑢𝑛−1 + 4
, ∀𝑛 ≥ 2

  

Chứng minh rằng: 

𝑢𝑛 =
2

5.2𝑛−1 − 3
, ∀𝑛 ≥ 1 

b) (1 điểm) Sử dụng công thức Moirve tìm khai triển cos 3𝑥 theo cos 𝑥 và sin 3𝑥 theo 

sin 𝑥. 

Giải: a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 𝑢1 = 1 đúng 

+ Giả sử đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 

𝑢𝑛 =
2

5.2𝑛−1 − 3
 

+ Khi đó  

𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛

3𝑢𝑛 + 4
=

2
2

5.2𝑛−1 − 3

3
2

5.2𝑛−1 − 3
+ 4

=
2

5.2𝑛 − 3
 

Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

Ta có công thức Moivre: cos 𝑛𝑥 + 𝑖 sin 𝑛𝑥 =  cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 𝑛  hay 𝑒𝑖𝑛𝑥 =  𝑒𝑖𝑥  𝑛 . 

cos 3𝑥 + 𝑖 sin 3𝑥 =  cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 3  

= cos3 𝑥 + 3 cos2 𝑥 𝑖 sin 𝑥 + 3 cos 𝑥 𝑖2 sin2 𝑥 + 𝑖3 sin3 𝑥 

= cos3 𝑥 + 3 1 − sin2 𝑥 𝑖 sin 𝑥 − 3 cos 𝑥  1 − cos2 𝑥 − 𝑖 sin3 𝑥 
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                          = (4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥) + 𝑖(3 sin 𝑥 − 4 sin3 𝑥) 

Từ đó suy ra cos 3𝑥 = 4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥 và sin 3𝑥 = 3 sin 𝑥 − 4 sin3 𝑥. 

Câu 4.20 (2 điểm):  

a) (1 điểm) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 𝑛 ta có: 

1

 1
+

1

 2
+ ⋯+

1

 𝑛
< 2 𝑛. 

b) (1 điểm) Chứng tỏ tổng các căn bậc 𝑛 (𝑛 ≥ 2) của 1 bằng 0. 

Giải:a)  

+ Khi 𝑛 = 1: 1 < 2 đúng 

+ Giả sử bất đẳng thức đúng đến 𝑛 ≥ 1, tức là 
1

 1
+

1

 2
+ ⋯+

1

 𝑛
< 2 𝑛. 

+ Khi đó  
1

 1
+

1

 2
+ ⋯+

1

 𝑛
+

1

 𝑛 + 1
< 2 𝑛 +

1

 𝑛 + 1
. 

2 𝑛 +
1

 𝑛 + 1
< 2 𝑛 + 1 

Do đó đẳng thức đúng đến 𝑛 + 1. Vậy đẳng thức đúng với mọi số nguyên dương 𝑛. 

b) Có 𝑛 căn bậc 𝑛 của đơn vị là 1, 𝜔, 𝜔2 , … , 𝜔𝑛−1, trong đó  

𝜔 = cos
2𝜋

𝑛
+ 𝑖 sin

2𝜋

𝑛
. 

Suy ra  

1 + 𝜔 + 𝜔2 + ⋯+ 𝜔𝑛−1 =
𝜔𝑛 − 1

𝜔 − 1
= 0 

V 

Đa thức bậc 𝑛: 𝑃𝑛 𝑥 = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛  trong đó 𝑎0 ≠ 0. 

𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛  là các số thực cho trước, gọi  là hệ số của đa thức. Khi 𝑎𝑘 ∈ ℝ, 𝑘 =

0; 1; 2; … ; 𝑛 thì ta nói đa thức 𝑃𝑛 𝑥  có hệ số thực, kí hiệu 𝑃𝑛 ∈ ℝ 𝑥 , tương tự ta có tập 

các đa thức hệ số hữu tỉ ℚ 𝑥 , tập các đa thức có hệ số phức ℂ 𝑥 . 

Nếu 𝑃𝑛 𝑥0 = 0 thì  
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𝑃𝑛 𝑥 = 𝑃𝑛 𝑥 − 𝑃𝑛 𝑥0 = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛  

− 𝑎0𝑥0
𝑛 + 𝑎1𝑥0

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥0 + 𝑎𝑛  

= 𝑎0 𝑥
𝑛 − 𝑥0

𝑛 + 𝑎1 𝑥
𝑛−1 − 𝑥0

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1 𝑥 − 𝑥0  

=  𝑥 − 𝑥0 𝑃𝑛−1 𝑥  

Ta nói 𝑥0 là một nghiệm của đa thức 𝑃𝑛 𝑥 .  

Người ta chứng minh được rằng, đa thức bậc 𝑛 hệ số thực có nhiều nhất 𝑛 nghiệm thực. 

Khi 𝑃𝑛 𝑥 =  𝑥 − 𝑥0 
2𝑃𝑛−2 𝑥  và 𝑃𝑛−2 𝑥0 ≠ 0 ta nói 𝑥0 là nghiệm bội 2 hay là 

nghiệm kép của đa thức 𝑃𝑛 𝑥 . Tương tự, khi 𝑃𝑛 𝑥 =  𝑥 − 𝑥0 
𝑘𝑃𝑛−𝑘 𝑥  và 𝑃𝑛−𝑘 𝑥0 ≠

0 ta nói 𝑥0 là nghiệm bội 𝑘 của đa thức 𝑃𝑛 𝑥 . 

Nếu đa thức hệ số thực 𝑃𝑛 𝑥  có nghiệm là số phức 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 thì số phức liên hiệp của 

số phức 𝑧 là 𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏 cũng là nghiệm của 𝑃𝑛 𝑥 . 

Một đa thức được bất khả qui trên trường số thực (phức) nếu nó không phân tích 

được thành tích của đa thức hệ số thực (phức) có bậc nhỏ hơn. 

Các đa thức bất khả qui trên trường số thực có dạng bậc nhất hoặc đa thức bậc hai với 

biệt số Δ < 0.  

Ước chung lớn nhất của hai đa thức 𝑃 𝑥  và 𝑄 𝑥  là đa thức  𝐷 𝑥  nếu 𝐷 𝑥  là ước 

chung của hai đa thức này và nếu 𝑑 𝑥  là một ước chung bất kỳ của 𝑃 𝑥  và 𝑄 𝑥  thì 

𝑑 𝑥  cũng là ước của 𝐷 𝑥 . Kí hiệu 𝐷 𝑥 =  𝑃 𝑥 , 𝑄 𝑥  . Khi 𝐷 𝑥 ≡ 1 thì ta nói hai 

đa thức 𝑃 𝑥  và 𝑄 𝑥  nguyên tố cùng nhau. 

Cách tìm USC lớn nhất của hai đa thức 𝑷 𝒙  và 𝑸 𝒙 , bậc của 𝑸 ≤ bậc của 𝑷. 

Chia có dư 𝑃 cho Q có thương là 𝑇1 và dư là 𝑅1;  deg 𝑅1 < deg𝑄,  

𝑃 = 𝑄𝑇1  + 𝑅1, 

Chia có dư 𝑄 cho 𝑅1 có thương là 𝑇2 và dư là 𝑅2 , deg𝑅2 < deg𝑅1. 

𝑄 = 𝑅1𝑇2 + 𝑅2 

… 

Chia có dư 𝑅𝑛−2 cho 𝑅𝑛−1 có thương là 𝑇𝑛  dư là 𝑅𝑛  

𝑅𝑛−2 = 𝑅𝑛−1𝑇𝑛 + 𝑅𝑛  

Chia có dư 𝑅𝑛−1 cho 𝑅𝑛  có thương là 𝑇𝑛+1 dư là 0. 

Kết luận: 𝑅𝑛  là USC lớn nhất của 𝑃 và 𝑄. 

Khi đó 

𝑅𝑛 = 𝑅𝑛−2 − 𝑅𝑛−1𝑇𝑛  

= 𝑅𝑛−2 − 𝑇𝑛 𝑅𝑛−3 − 𝑅𝑛−2𝑇𝑛−1 = −𝑇𝑛𝑅𝑛−3 +  1 − 𝑇𝑛−1 𝑅𝑛−2 
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… 

𝑅𝑛 = 𝑃𝑈 + 𝑄𝑉. 

Câu 5.1 (2 điểm): Cho đa thức hệ số thực  

𝑃 𝑥 = 𝑥6 − 𝑥5 + 3𝑥4 − 2𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 

a) Chứng tỏ 𝑖 là nghiệm kép của 𝑃(𝑥). 

b) Hãy phân tích 𝑃(𝑥) thành tích các đa thức bất khả quy trên ℝ. 

Giải: a) Sử dụng phép chia hai đa thức cho nhau ta có 

𝑃 𝑥 =  𝑥2 + 1 2(𝑥2 − 𝑥 + 1) 

𝑃 𝑥 =  𝑥 − 𝑖 2 𝑥 + 𝑖 2(𝑥2 − 𝑥 + 1) 
 

Nên 𝑖 là nghiệm kép của 𝑃(𝑥) 

b)  
𝑃 𝑥 =  𝑥2 + 1 2(𝑥2 − 𝑥 + 1) 

𝑥6 − 𝑥5 + 3𝑥4 − 2𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 1 𝑥4 + 2𝑥2 + 1 

 𝑥6          + 2𝑥4              + 𝑥2 𝑥2 

−𝑥5 + 𝑥4 − 2𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 + 1     

−𝑥5 −          2𝑥3          − 𝑥        

𝑥4 + 2𝑥2 + 1 −𝑥 

𝑥4 + 2𝑥2 + 1  

0 1 
 

Câu 5.2 (2 điểm): Trong ℝ[𝑥] cho hai đa thức 𝑓 𝑥 = 𝑥4 + 3𝑥3 + 6𝑥2 + 6𝑥 + 4 

và 𝑔 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 + 1. 

a) 𝑓(𝑥) và 𝑔(𝑥) có nguyên tố cùng nhau hay không? 

b) Nếu 𝑓(𝑥) và 𝑔(𝑥) nguyên tố cùng nhau, hãy tìm hai đa thức 𝑟(𝑥) và 𝑠(𝑥) sao 

cho 1 = 𝑟 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑠 𝑥 𝑔 𝑥 . 
Giải: 

𝑥4 + 3𝑥3 + 6𝑥2 + 6𝑥 + 4 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑥4 + 𝑥3   + 𝑥2 𝑥2 

2𝑥3 + 5𝑥2 + 6𝑥 + 4  

2𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥 2𝑥 

3𝑥2 + 4𝑥 + 4  

3𝑥2 + 3𝑥 + 3 3 

𝑥 + 1  

 

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥  𝑥2 + 2𝑥 + 3 +  𝑥 + 1  
𝑔 𝑥 =  𝑥 + 1 𝑥 + 1 

Do đó 𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥) nguyên tố cùng nhau.  𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥) = 1. 
Ta có 
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1 = 𝑔 𝑥 −  𝑥 + 1 𝑥 
= 𝑔 𝑥 −  𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  𝑥2 + 2𝑥 + 3  𝑥 
= −𝑥𝑓 𝑥 +  𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥 + 1 𝑔(𝑥) 

Vậy 𝑟 𝑥 = −𝑥 và 𝑠 𝑥 = 𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥 + 1 

 

1 = −𝑥 𝑥4 + 3𝑥3 + 6𝑥2 + 6𝑥 + 4 +  𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥 + 1) 𝑥2 + 𝑥 + 1   

Câu 5.3 (2 điểm): 

a) Giải phương trình 𝑥2 − 2𝑥 + 2 = 0 trên trường số phức. 

b) Hãy tính 𝑓(𝑖 + 1) với 𝑓 𝑥 = 𝑥7 − 3𝑥5 + 9𝑥4 − 9𝑥3 + 9𝑥2 − 3𝑥 + 1 

Giải: a) Ta có 

𝑥2 − 2𝑥 + 2 =  𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 1 =  𝑥 − 1 2 − 𝑖2 

=  𝑥 − 1 − 𝑖  𝑥 − 1 + 𝑖  
Nên phương trình có hai nghiệm là 𝑥1 = 1 − 𝑖, 𝑥2 = 1 + 𝑖 

b) Ta chia đa thức 𝑓 𝑥  cho đa thức 𝑔 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 + 2 thì được 

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 𝑃5 𝑥 + 𝑥 − 1 

Do 𝑔 1 + 𝑖 = 0 nên 

𝑓 𝑖 + 1 =  1 + 𝑖 − 1 = 𝑖. 
Tương tự 

𝑓 1 − 𝑖 =  1 − 𝑖 − 1 = −𝑖. 
 

Câu 5.4 (2 điểm): Trên trường ℚ các số hữu tỉ, tìm ước chung lớn nhất của  

𝑓 𝑥 = 2𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥 + 1, 𝑔 𝑥 = 2𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 + 2. 

Hãy tìm hai đa thức 𝑟 𝑥  và 𝑠 𝑥  sao cho 𝑑(𝑥) = 𝑟 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑠 𝑥 𝑔 𝑥 . Trong 

đó 𝑑(𝑥) là ước chung lớn nhất của 𝑓(𝑥) và 𝑔(𝑥). 

 

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥  𝑥 + 1 + (2𝑥2 − 𝑥 − 1) 

𝑔 𝑥 =  2𝑥2 − 𝑥 − 1  𝑥 − 1 + (2𝑥 + 1) 

2𝑥2 − 𝑥 − 1 =  2𝑥 + 1  𝑥 − 1  
Do đó  𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥  = 2𝑥 + 1 

2𝑥 + 1 = 𝑔 𝑥 −  2𝑥2 − 𝑥 − 1  𝑥 − 1 = 𝑔 𝑥 −  𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  𝑥 + 1   𝑥 − 1  
2𝑥 + 1 =  −𝑥 + 1 𝑓 𝑥 + 𝑥2𝑔(𝑥) 

KL: 𝑟 𝑥 = −𝑥 + 1; 𝑠 𝑥 = 𝑥2 . 
 

Câu 5.5 (2 điểm): Cho đa thức 𝐴 𝑥 = 𝑥3 + 𝑥 − 2 với 𝛼, 𝛽 là các nghiệm khác 1 của 

𝐴(𝑥) trong ℂ.  

a) Tính:  𝛼 + 𝛽 và  𝛼𝛽. 
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b) Tìm đa thức bậc hai 𝐵 𝑥 ∈ ℝ[𝑥] sao cho 𝐵 1 = 1, 𝐵 𝛼 = 𝛽, 𝐵 𝛽 = 𝛼. 
Giải: 

𝑥3 + 𝑥 − 2 = 𝑥3 − 1 + 𝑥 − 1 =  𝑥 − 1  𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥 − 1 = 

=  𝑥 − 1  𝑥2 + 𝑥 + 2  
Do 𝑥3 + 𝑥 − 2 =  𝑥 − 1 (𝑥2 + 𝑥 + 2) nên 𝛼 + 𝛽 = −1, 𝛼𝛽 = 2 

 

Gọi 𝐵 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐(𝑎 ≠ 0) Ta có 

 

𝐵 1 = 1
𝐵 𝛼 = 𝛽

𝐵 𝛽 = 𝛼

 ⇔  

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1
𝑎𝛼2 + 𝑏𝛼 + 𝑐 = 𝛽

𝑎𝛽2 + 𝑏𝛽 + 𝑐 = 𝛼

 ⇔

 
 
 

 
 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1
−𝑎 + 𝑏 = −1

−3𝑎 − 𝑏 + 2𝑐 = −1
⇔

 
 
 

 
 𝑎 =

3

4

𝑏 = −
1

4

𝑐 =
1

2

   

𝑎𝛼2 + 𝑏𝛼 + 𝑐 −  𝑎𝛽2 + 𝑏𝛽 + 𝑐 = 𝛽 − 𝛼 

𝑎 𝛼 − 𝛽  𝛼 + 𝛽 + 𝑏 𝛼 − 𝛽 = 𝛽 − 𝛼 
 

𝑎𝛼2 + 𝑏𝛼 + 𝑐 +  𝑎𝛽2 + 𝑏𝛽 + 𝑐 = 𝛽 + 𝛼 

𝑎 𝛼2 + 𝛽2 + 𝑏 𝛼 + 𝛽 + 2𝑐 = 𝛽 + 𝛼 
 

𝑎  𝛼 + 𝛽 2 − 2𝛼𝛽 + 𝑏 𝛼 + 𝛽 + 2𝑐 = 𝛽 + 𝛼 

−3𝑎 − 𝑏 + 2𝑐 = −1 
 

Do đó  

𝐵 𝑥 =
3

4
𝑥2 −

1

4
𝑥 +

1

2
 

Câu 5.6 (2 điểm): Cho đa thức 

𝑃 𝑥 = 𝑥4 − 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 3. 

a) Chứng tỏ 𝑥 = 1 +  2𝑖 là nghiệm của đa thức 𝑃(𝑥) trên ℂ. 

b) Hãy phân tích 𝑃(𝑥) thành tích các đa thức bất khả quy trên ℝ[𝑥]. 
Giải:  

Do 𝑃(𝑥) là đa thức hệ số thực nếu có nghiệm 𝑥 = 1 +  2𝑖 thì cũng có nghiệm 𝑥 = 1 −

 2𝑖 nên chia hết cho  

 𝑥 − 1 −  2𝑖  𝑥 − 1 +  2𝑖 = 𝑥2 − 2𝑥 + 3 

Ta dùng phép chia hai đa thức với nhau thì có 

 𝑃 𝑥 =  𝑥2 − 2𝑥 + 3 (𝑥2 + 𝑥 + 1) 
 

Nên suy ra a) và b) (Vì hai đa thức bậc hai trong phân tích của đa thức 𝑃 𝑥  đều có biệt 

thức Δ < 0). 

Câu 5.7 (2 điểm): Cho đa thức  
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𝑃 𝑥 = 𝑥4 + 𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 + 3. 

a) Chứng tỏ 𝑥 = −1 +  2𝑖 là nghiệm của đa thức 𝑃(𝑥) trên ℂ. 

b) Tìm các nghiệm còn lại của 𝑃(𝑥) trên ℂ. 

Giải: a)  

Do 𝑃(𝑥) là đa thức hệ số thực nếu có nghiệm 𝑥 = −1 +  2𝑖 thì cũng có nghiệm 

𝑥 = −1 −  2𝑖 nên chia hết cho  

 𝑥 + 1 −  2𝑖  𝑥 + 1 +  2𝑖 = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 

𝑃 𝑥 =  𝑥2 + 2𝑥 + 3 (𝑥2 − 𝑥 + 1) 

b) 𝑃(𝑥) có bốn nghiệm là:  

−1 +  2𝑖, −1 −  2𝑖,
1 +  3𝑖

2
,
1 −  3𝑖

2
. 

𝑥2 − 𝑥 + 1 = 𝑥2 − 2
1

2
𝑥 +  

1

2
 

2

+
3

4
=  𝑥 −

1

2
 

2

−  
 3

2
𝑖 

2

 

=  𝑥 −
1

2
−
 3

2
𝑖  𝑥 −

1

2
+
 3

2
𝑖  

Câu 5.8 (2 điểm): Tìm đa thức 𝑃 𝑥  bậc 4 hệ số thực biết rằng trên trường số phức đa 

thức đó có hai nghiệm là 1 + 2𝑖 và – 𝑖. Từ đó chứng minh rằng 𝑃(𝑥) chia hết cho đa thức 

𝑄 𝑥 = 𝑥2 +  𝑖 − 1 𝑥 + 𝑖 + 2. 

Giải: a)  

𝑃(𝑥) đa thức hệ số thực có hai nghiệm 1 + 2𝑖, −𝑖 nên cũng có hai nghiệm là 1 − 2𝑖, 𝑖. 
𝑃 𝑥 = 𝑘 𝑥 − 𝑖  𝑥 + 𝑖  𝑥 − 1 − 2𝑖  𝑥 − 1 + 2𝑖 = 𝑘 𝑥2 + 1 (𝑥2 − 2𝑥 + 5) 

trong đó 𝑘 ∈ ℝ, 𝑘 ≠ 0. 
 Ta có: 𝑄 𝑥 =  𝑥 − 𝑖 (𝑥 − 1 + 2𝑖) 

Do đó 𝑃(𝑥) ⋮ 𝑄(𝑥) trên trường số phức. 

 

Câu 5.9 (2 điểm): Cho 𝑃 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑖.  

a) Tìm các nghiệm của 𝑃(𝑥) trên trường số phức. 

b) Tìm đa thức 𝑄(𝑥) bậc 4 trên trường số thực biết rằng 𝑄(𝑥) chia hết cho 𝑃(𝑥). 

 

Giải: a)  

𝑃 𝑥 =  𝑥 − 𝑖 (𝑥 + 𝑖 + 1) 

𝑃 𝑥  có hai nghiệm là 𝑖, −1 − 𝑖 

b)  Do 𝑄(𝑥) ⋮ 𝑃(𝑥) và 𝑄 𝑥  có hệ số thực nên 𝑄 𝑥  có nghiệm 𝑖, −1 − 𝑖 và – 𝑖, −1 + 𝑖 

trên ℂ. 

𝑄 𝑥 = 𝑘 𝑥 − 𝑖  𝑥 + 𝑖  𝑥 + 𝑖 + 1  𝑥 − 𝑖 + 1 = 𝑘 𝑥2 + 1  𝑥2 + 2𝑥 + 2 , 𝑘 ≠ 0 
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Câu 5.10 (2 điểm): Cho 𝑃 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 2𝑖. 

a) Tìm các nghiệm của 𝑃(𝑥) trên trường số phức. 

b) Tìm đa thức 𝑄(𝑥) bậc 4 trên trên trường số thực biết rằng 𝑄(𝑥) chia hết cho 

𝑃(𝑥). 

Giải: a)  
𝑃 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 2𝑖 = 𝑥2 − 𝑖2 + 2𝑥 + 2𝑖 =  𝑥 + 𝑖 (𝑥 + 2 − 𝑖) 

𝑃 𝑥  có hai nghiệm là −𝑖,−2 + 𝑖. 
 

b)  Do 𝑄(𝑥) ⋮ 𝑃(𝑥) và 𝑄(𝑥) có hệ số thực nên 𝑄 𝑥  có nghiệm −𝑖,−2 + 𝑖 và 𝑖, −2 − 𝑖 
trên ℂ 

𝑄 𝑥 = 𝑘 𝑥 − 𝑖  𝑥 + 𝑖  𝑥 + 2 + 𝑖  𝑥 + 2 − 𝑖 = 𝑘 𝑥2 + 1  𝑥2 + 4𝑥 + 5 , 𝑘 ≠ 0 
 

Câu 5.11 (2 điểm):  

a) Tìm 𝑎, 𝑏 sao cho đa thức 𝑃 𝑥 = 𝑥3 + 8𝑥2 + 5𝑥 + 𝑎 chia hết cho đa thức 

𝑄 𝑥 = 𝑥2 + 3𝑥 + 𝑏. 

b) Phân tích đa thức 𝑅 𝑥 = 𝑥4 − 𝑥2 + 1 thành tích các đa thức bất khả quy trên 

trường số phức. 

 

Giải: a)  

𝑥3 + 8𝑥2 + 5𝑥 + 𝑎 𝑥2 + 3𝑥 + 𝑏 

𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑏𝑥 𝑥 

5𝑥2 +  5 − 𝑏 𝑥 + 𝑎  

5𝑥2 + 15𝑥 + 5𝑏 5 

− 𝑏 + 10 𝑥 + 𝑎 − 5𝑏  

 

Ta có 𝑃 𝑥 = 𝑥3 + 8𝑥2 + 5𝑥 + 𝑎 =  𝑥 + 5  𝑥2 + 3𝑥 + 𝑏 −  𝑏 + 10 𝑥 + 𝑎 − 5𝑏 

Để 𝑃(𝑥) ⋮ 𝑄(𝑥) thì 𝑏 = −10, 𝑎 = −50 

 

 b) 𝑅 𝑥 = 𝑥4 − 𝑥2 + 1 =  𝑥2 + 1 2 − 3𝑥2 

=  𝑥2 −  3𝑥 + 1  𝑥2 +  3𝑥 + 1  

=  𝑥 −
 3 − 𝑖

2
  𝑥 −

 3 + 𝑖

2
  𝑥 +

 3 − 𝑖

2
  𝑥 +

 3 + 𝑖

2
 . 

 

Câu 5.12 (2 điểm): Hãy tìm những đa thức 𝑈(𝑥) và 𝑉(𝑥) có bậc thấp nhất sao cho 

𝑈 𝑥 𝑃 𝑥 + 𝑉 𝑥 𝑄 𝑥 = 𝐷 𝑥 , ở đây 𝐷 𝑥  là ước chung lớn nhất của hai đa thức: 

𝑃 𝑥 = 𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥2 − 4𝑥 − 2;𝑄 𝑥 = 𝑥4 + 𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥 − 2 
Giải: 



21 

 

𝑃 𝑥 = 𝑄 𝑥 +  𝑥3 − 2𝑥  
𝑄 𝑥 =  𝑥3 − 2𝑥  𝑥 + 1 + (𝑥2 − 2) 

𝑥3 − 2𝑥 =  𝑥2 − 2 𝑥 

Vậy  𝑃 𝑥 , 𝑄 𝑥  = 𝑥2 − 2 

𝑥2 − 2 = 𝑄 𝑥 −  𝑥3 − 2𝑥  𝑥 + 1 = 𝑄 𝑥 −  𝑃 𝑥 − 𝑄 𝑥   𝑥 + 1 

=  −𝑥 − 1 𝑃 𝑥 +  𝑥 + 2 𝑄(𝑥) 

Vậy 𝑈 𝑥 = −𝑥 − 1, 𝑉 𝑥 = 𝑥 + 2 

 

Câu 5.13 (2 điểm): Cho hai đa thức: 

𝑃 𝑥 = 𝑥4 + 𝑥3 − 3𝑥2 − 4𝑥 − 1, 𝑄 𝑥 = 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1 

a) Tìm ước số chung lớn nhất 𝑆(𝑥) của hai đa thức 𝑃(𝑥) và 𝑄 𝑥 . 
b) Tìm hai đa thức 𝑈(𝑥) và 𝑉(𝑥) sao cho 𝑈 𝑥 𝑃 𝑥 + 𝑉 𝑥 𝑄 𝑥 = 𝑆 𝑥 . 
Giải:  

𝑃 𝑥 = 𝑥4 + 𝑥3 − 3𝑥2 − 4𝑥 − 1 = 𝑥3 𝑥 + 1 − 3𝑥 𝑥 + 1 −  𝑥 + 1  
=  𝑥 + 1  𝑥3 − 3𝑥 − 1  

𝑄 𝑥 = 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 𝑥2 𝑥 + 1 −  𝑥 + 1 =  𝑥 + 1  𝑥2 − 1 =  𝑥 + 1 2 𝑥 − 1  

Do   𝑥3 − 3𝑥 − 1 ,  𝑥 + 1  𝑥 − 1  = 1 nên    𝑃 𝑥 , 𝑄 𝑥  = 𝑥 − 1. 
 

𝑃 𝑥 = 𝑄 𝑥 . 𝑥 +  −2𝑥2 − 3𝑥 − 1  

2𝑄 𝑥 =  −2𝑥2 − 3𝑥 − 1  −𝑥 +
1

2
 + (−

3

2
𝑥 −

3

2
) 

−2𝑥2 − 3𝑥 − 1 =  −
3

2
𝑥 −

3

2
 (

4

3
𝑥 +

2

3
) 

Vậy  𝑃 𝑥 , 𝑄 𝑥  = −
3

2
𝑥 −

3

2
 

−
3

2
𝑥 −

3

2
= 2𝑄 𝑥 −  −2𝑥2 − 3𝑥 − 1  −𝑥 +

1

2
 

= 2𝑄 𝑥 −  𝑃 𝑥 − 𝑥. 𝑄 𝑥   −𝑥 +
1

2
 

=  𝑥 −
1

2
 𝑃 𝑥 +  −𝑥2 +

1

2
𝑥 + 2 𝑄(𝑥) 

Vậy 𝑈 𝑥 = 𝑥 −
1

2
, 𝑉 𝑥 = −𝑥2 +

1

2
𝑥 + 2 

 

Câu 5.14 (2 điểm):  

a) Tìm đa thức bậc 3 có dạng 𝑃 𝑥 = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 sao cho 𝑃 𝑥  chia hết 

cho 𝑥 − 1, 𝑃 𝑥  chia cho 𝑥 + 1 dư −16 và 𝑃(𝑥) chia cho 𝑥 + 2 dư −60.  

b) Phân tích 𝑃(𝑥) thành các đa thức bất khả quy trên trường số thực. 

 

𝑃 𝑥 ⋮  𝑥 − 1 ⇒ 𝑃 1 = 0 ⇒ 1 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 
 𝑃 𝑥 + 16 ⋮  𝑥 + 1 ⇒ 𝑃 −1 + 16 = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 + 15 = 0 
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 𝑃 𝑥 + 60 ⋮  𝑥 + 2 ⇒ 𝑃 −2 + 60 = 0 ⇒ 4𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 + 52 = 0 

 
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −1
𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = −15

4𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = −52

  

𝑎 = −10, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2 

Câu 5.15 (2 điểm): Tìm đa thức bậc 3 có dạng 𝑃 𝑥 = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 sao cho 𝑃 𝑥  
chia hết cho 𝑥 − 2 và 𝑃 𝑥  chia cho 𝑥2 − 1 thi dư 2𝑥. 
Giải: 

 

𝑃 𝑥 ⋮  𝑥 − 2 ⇒ 𝑃 2 = 8 + 4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 0  

𝑃 𝑥 − 2𝑥 ⋮ (𝑥2 − 1) ⇒  
𝑃 1 − 2 = 0
𝑃 −1 + 2 = 0

  

 
4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = −8
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1
𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = −1

 ⇔  
𝑎 = −10/3
𝑏 = 1

𝑐 = 10/3

  

Vậy 𝑃 𝑥 = 𝑥3 −
10

3
𝑥2 + 𝑥 −

10

3
. 

 

Câu 5.16 (2 điểm): Cho hai đa thức 

𝑃 𝑥 = 𝑥5 + 𝑥4 − 9𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, 𝑄 𝑥 = 𝑥3 + 3𝑥2 − 4𝑥 − 12. 

a) Tìm các nghiệm của 𝑄(𝑥) trên trường số thực. 

b) Tìm 𝑎, 𝑏, 𝑐 để 𝑃(𝑥) chia hết cho 𝑄(𝑥). 

Giải: a)   

𝑄(𝑥) có 3 nghiệm là 𝑥 = 2, −2,−3 

 

b) Do 𝑃(𝑥) ⋮ 𝑄(𝑥) nên 𝑃 2 = 𝑃 −2 = 𝑃 −3 = 0 

  
4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 24

4𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = −56
9𝑎 − 3𝑏 + 𝑐 = −81

 ⇔  
𝑎 = −1
𝑏 = 20
𝑐 = −12

  

Vậy 𝑎 = −1, 𝑏 = 20, 𝑐 = −12 

 

Câu 5.17 (2 điểm): Tìm ước chung lớn nhất của hai đa thức 

𝑃 𝑥 =  𝑥 − 2 10 −  𝑥 − 1 5 − 1, 𝑄 𝑥 = 𝑥2 − 3𝑥 + 2. 

Giải: Ta có 

 

𝑄 𝑥 =  𝑥 − 1  𝑥 − 2  
Mặt khác, thế 𝑥 = 1 và 𝑥 = 2 vào biểu thức của 𝑃 𝑥  ta có 

𝑃 1 = 0 ⇔ 𝑃 𝑥 ⋮  𝑥 − 1  
𝑃 2 = −2 ⇒ 𝑃 𝑥 ∤ (𝑥 − 2) 

Vậy  𝑃 𝑥 , 𝑄 𝑥  = (𝑥 − 1). 
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Câu 5.18 (2 điểm): Cho hai đa thức 

𝑃 𝑥 = 𝑥2 − 3𝑥 + 2, 𝑄 𝑥 =  𝑥 − 2 8 −  𝑥 − 1 4 − 1. 

Tìm đa thức dư 𝑅(𝑥) trong phép chia 𝑄(𝑥) cho 𝑃(𝑥). 

Giải: Ta có 

𝑃 𝑥 =  𝑥 − 1  𝑥 − 2  
Mặt khác, thế 𝑥 = 1 và 𝑥 = 2 vào biểu thức của 𝑄 𝑥  ta có 

𝑄 1 = 0 ⇒ 𝑄 𝑥 ⋮  𝑥 − 1 ⇒ 𝑄 𝑥 =  𝑥 − 1 𝑄′ 𝑥  
𝑄 2 = −2 

Gọi 𝑇 𝑥  là đa thức thương trong phép chia 𝑄 𝑥  cho 𝑃 𝑥  
𝑄 𝑥 = 𝑃 𝑥 . 𝑇 𝑥 + 𝑅 𝑥 ⇔  𝑥 − 1 𝑄′ 𝑥 =  𝑥 − 1  𝑥 − 2 𝑇 𝑥 +  𝑥 − 1 𝑅′(𝑥)  

𝑄 2 = −2 ⇒ 𝑅′ 2 = −2 

Do 𝑅(𝑥) bậc cao nhất là bậc 1 nên 𝑅′ 𝑥  có bậc 0 hay 𝑅′ 𝑥 = −2. Vậy 𝑅 𝑥 =
−2(𝑥 − 1). 

 

Câu 5.19 (2 điểm): Cho đa thức 

𝑃 𝑥 =  𝑥2 + 𝑥 + 1 2 + 1. 

a) Tìm các nghiệm của 𝑃(𝑥) trên trường số phức. 

b) Hãy phân tích đa thức 𝑃 𝑥  thành các đa thức bất khả quy trên trường hệ số thực. 

Giải: a) Ta có 

 𝑥2 + 𝑥 + 1 2 + 1 =  𝑥2 + 𝑥 + 1 2 − 𝑖2 

=  𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑖 (𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑖) 

=  𝑥2 − 𝑖2 + 𝑥 − 𝑖 (𝑥2 − 𝑖2 + 𝑥 + 𝑖) 

=  𝑥 − 𝑖  𝑥 + 1 + 𝑖  𝑥 + 𝑖 (𝑥 + 1 − 𝑖) 

Vậy các nghiệm của 𝑃 𝑥  trên trường số phức là 𝑖, −𝑖, −1 + 𝑖, −1 − 𝑖. 
b)  Theo a) ta có 

𝑃 𝑥 =  𝑥 − 𝑖  𝑥 + 𝑖  𝑥 + 1 + 𝑖 (𝑥 + 1 − 𝑖) 

=  𝑥2 + 1 (𝑥2 + 2𝑥 + 2) 

Các đa thức bậc hai 𝑥2 + 1 và 𝑥2 + 2𝑥 + 2 có biệt thức Δ < 0 nên là câc đa thức bất khả 

qui trên trường số thực. 

 

Câu 5.20 (2 điểm): Cho hai đa thức: 

𝑃 𝑥 = 𝑥4 + 2𝑥3 + 2𝑥2 − 2𝑥 + 𝑎, 𝑄 𝑥 =  𝑥 − 1  𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 . 

Tìm giá trị của 𝑎, 𝑏, 𝑐 để đa thức 𝑃 𝑥  chia hết cho 𝑄(𝑥). 

Giải: Nếu 𝑃 𝑥  chia hết cho 𝑄 𝑥 , do 𝑄 𝑥  chia hết cho  𝑥 − 1  nên 

𝑃 𝑥 ⋮  𝑥 − 1 ⇒ 𝑃 1 = 0 ⇔ 𝑎 = 3  
Khi đó 

𝑃 𝑥 =  𝑥 − 1  𝑥 + 1 (𝑥2 + 2𝑥 + 3) 
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 𝑃 𝑥 ⋮ 𝑄 𝑥 ⇔  𝑥 + 1  𝑥2 + 2𝑥 + 3 ⋮ (𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

Vậy 𝑎 = 3, 𝑏 = 2, 𝑐 = 3. 

 𝑥 + 1   𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 +  2 − 𝑏 𝑥 + 𝑐 − 3 ⋮ (𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

Suy ra kq trên. 
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